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CAPITULO 4

Rectas, parabolas
y sistemas de ecuaciones

ara el problema de la contaminacion industrial, algunas personas reco-
Pmiendan una solucion basada en el mercado: dejar que los fabricantes
contaminen, pero hacer que ellos paguen por ese privilegio. Entre mayor
contaminacién mayor pago, o gravamen. La idea es dar a los fabricantes un
incentivo para no contaminar mds de lo necesario.

(Funciona este enfoque? En la figura de abajo, la linea 1 representa el
costo por tonelada de reduccion de contaminacién. Una compaiiia que conta-
mina de manera indiscriminada puede casi siempre reducir en alguna forma su
contaminacién a un costo minimo. Sin embargo, conforme la cantidad de conta-
minacion se reduce, el costo por tonelada se eleva y eventualmente se dispara.
Esto se ilustra por medio de la linea que se eleva indefinidamente conforme las
toneladas totales de contaminacién producidas se aproximan a cero.

La linea 2 es un esquema de gravamen que es menos estricto con opera-
ciones que se efectiian con limpieza, pero que cobra una cuota creciente por
tonelada conforme la cantidad de contaminacion total crece.

En contraste, la linea 3 es un esquema en el que los fabricantes que con-
taminan poco pagan un gravamen alto por tonelada, mientras que los grandes
contaminadores pagan menos por tonelada (pero mas de manera global).
Surgen preguntas de equidad, ;qué tan bien funcionara cada esquema como
una medida de control de contaminacién?

Al enfrentarse con un impuesto por contaminar, una compaiia tiende a
disminuir la contaminacidn mientras ahorre mds en costos de impuestos que
en costos por reduccion de contaminacion. Los esfuerzos por reduccion conti-
nudan hasta que el ahorro de impuestos y los costos por reduccion empiezan a
equilibrarse.

La segunda mitad de este capitulo estudia los sistemas de ecuaciones.
Aqui, las lineas 1 y 2 representan un sistema de ecuaciones, y las lineas 1y 3
representan un sistema alterno. Una vez que haya
aprendido cémo resolver sistemas de ecuaciones,
puede regresar a esta pagina y verificar que el
esquema de la linea 2 conduce a una reduccion de
contaminacién de una cantidad A a una cantidad
B, mientras que el esquema de la linea 3 no

Costo por tonelada de
limpieza o gravamen'

funciona como una medida de control de conta-

minacion, ya que deja el nivel de contaminacion Toneladas totales

en el nivel A. de contaminacién

ITécnicamente, este es el costo marginal por tonelada (véase la sec. 10.3).
127
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AR08 Desarrollar la nocién
de pendiente y formas diferen-
tes de las ecuaciones de rectas.

y L

/L2

FIGURA 4.1 Larecta L, esta
“mas inclinada” que la recta
L2'

Cambio vertical = 4

Pendiente =4 =2

Cambio
horizontal = 2

VAR g

FIGURA 4.2 Pendiente de una
recta.

No tener pendiente no significa
tener una pendiente igual a cero.

Este ejemplo muestra como puede
interpretarse la pendiente.

4.1 RecTAs

Pendiente de una recta

Muchas relaciones entre cantidades pueden representarse de manera adecua-
da por medio de rectas. Una caracteristica de una recta es su “inclinacién”. Por
ejemplo, en la figura 4.1 la recta L, crece mas rapido que la recta L., cuando va
de izquierda a derecha. En este sentido 1.; estd mas inclinada con respecto a la
horizontal.

Para medir la inclinacién de una recta usamos la nocién de pendiente. En
la figura 4.2, conforme nos movemos a lo largo de la recta L, de (1,3) a (3,7),1a
coordenada x aumenta de 1 a 3 y la coordenada y aumenta de 3 a 7. La tasa
promedio de cambio de y con respecto a x es la razon

cambioeny _  cambio vertical _ 7 —3 _ 4 _ )
cambio en x cambio horizontal 3—1 2 '

La razon de 2 significa que por cada unidad de aumento en x hay un aumento
de 2 unidades en y. Debido a este aumento, la recta se eleva de izquierda a de-
recha. Puede demostrarse que sin importar cudles puntos de L se elijan para
calcular el cambio en y al cambio en x, el resultado siempre es 2, al cual llama-
mos pendiente de la recta.

Definicion

Sean (xy,y;) y (x5, y,) dos puntos diferentes sobre una recta no vertical. La pen-
diente de la recta es

Y2 T ) cambio vertical

m = = : : .
Xy — X4 < cambio h()rlﬂ)ntul)

@

Una recta vertical no tiene pendiente, porque cualesquiera dos puntos so-
bre ella deben tener x; = x, [véase la fig. 4.3 (a)], lo que da un denominador
de cero en la ecuacion (1). Para una recta horizontal, cualesquiera dos pun-
tos deben tener y; = y, [véase la fig. 4.3 (b)]. Esto da un numerador de cero
en la ecuacion (1) y, por tanto, la pendiente de la recta es cero.

y y
(x5, ¥1)
(Xer ¥2) bad
Yi=Ys (X2, ¥a)
(x5, ¥4)
X X
X, =X,
(a) Pendiente no definida (b) Pendiente igual a cero

FIGURA 4.3 Rectas vertical y horizontal.

EJEMPLO 1 Relacion precio-cantidad

La recta de la figura 4.4 muestra la relacién entre el precio p de un articulo (en
ddlares) y la cantidad q de articulos (en miles), que los consumidores compra-
ran a ese precio. Determinar e interpretar la pendiente.



—® Principios en prdctica 1
Relacion precio-tiempo

Un doctor comproé un automovil
nuevo en 1991 por $32,000. En
1994, €l lo vendid a un amigo en
$26,000. Dibuje una recta que
muestre la relacion entre el pre-
cio de venta del automévil y el
ano en el que se vendid. Determi-

ne e interprete la pendiente.

m=2
-1
m_2
m=20
N
m= 2
m=-2

FIGURA 4.5 Pendientes
de rectas.

y

(% ¥)

Pendiente = m

(X1, y1)

FIGURA 4.6 Recta que pasa
por (x;, y;) con pendiente m.
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p (precio)

(2,4)
Incremento de 1 unidad

. . .z 1 .
<—Disminucién de 7 unidad

g (cantidad)

FIGURA 4.4 Recta precio-cantidad.

Solucion: en la férmula de la pendiente (1), remplazamos x por g y y por p.
En la figura 4.4, podemos seleccionar cualquier punto como (g;, p;). Haciendo
(2’ 4) = (qh pl) y (87 1) = (Q2, pZ)’ tenemos

pp—p1 1 —4 =3 1

m = = = 5

&©—q 8—2 6 2

La pendiente es negativa, — 5. Esto significa que por cada unidad que aumen-
te la cantidad (un millar de articulos), corresponde una disminucién de 5 délar
en el precio de cada articulo. Debido a esta disminucion, la recta desciende de
izquierda a derecha.

I—— |

En resumen, podemos caracterizar la orientacion de una recta por su
pendiente:

recta horizontal.

recta vertical.

recta que sube de izquierda a derecha.
recta que desciende de izquierda a derecha.

Pendiente cero:
Pendiente indefinida:
Pendiente positiva:
Pendiente negativa:

Enla figura 4.5 se muestran rectas con diferentes pendientes. Observe que
entre mds cercana a cero es la pendiente, estd mds cerca de ser horizontal. Entre
mayor valor absoluto tenga la pendiente, la recta estard mds cercana a ser verti-
cal. Notamos que dos rectas son paralelas si y sélo si tienen la misma pendien-
te o son verticales.

Ecuaciones de rectas

Si conocemos un punto y la pendiente de una recta, podemos encontrar una
ecuacion cuya grafica sea esa recta. Suponga que la recta L tiene pendiente m
y pasa a través del punto (x;, y;). Si (x, y) es cualquier otro punto sobre L (véa-
se la fig. 4.6), podemos encontrar una relacion algebraica entre x y y. Utilizando
la férmula de la pendiente con los puntos (x;, v;) y (x, y), se obtiene

Y= h _
X — x ’
y =y =mx — x). 2)

Todo punto de L satisface la ecuacion (2). También es cierto que todo punto
que satisfaga la ecuacion (2) debe pertenecer a L. Por tanto, la ecuacion (2) es
una ecuacion para L,y se le da un nombre especial:
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—® Principios en prdctica 2
Forma punto-pendiente

Un nuevo programa de matemati-
cas aplicadas en una universidad
ha aumentado su matricula en 14
estudiantes por afno, durante los
ultimos cinco afnos. Si el programa
tenfa matriculados 50 estudiantes
en su tercer afo, ;jcudl es una
ecuacion para el nimero de estu-
diantes S en el programa como
una funcién del ntimero de afios T
desde su inicio?

—® Principios en practica 3
Determinacion de una recta
a partir de dos puntos

Determine una ecuacién de la rec-
ta que pasa por los puntos dados.
Una temperatura de 41°F es equi-
valente a 5°C y una temperatura
de 77°F es equivalente a 25°C.

Seleccionar (4, —2) como (xy, y;)
daria un resultado equivalente.

y =y =m(x — x)

es la forma punto-pendiente de una ecuacion de la recta que pasa por (x;, 1)
y tiene pendiente m.

| pee—— .
EJEMPLO 2 Forma punto-pendiente

Determinar una ecuacion de la recta que tiene pendiente 2 y pasa por el punto
(1,—3).

Solucion: al utilizar una forma punto-pendiente con m =2 y (x, y;) =
(1,—3) se obtiene

y = n=m(x = x),
y—(73) =2(x — 1),
y+3=2x —2,
que puede reescribirse como

2x —y —5=0.

Una ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados se puede encon-
trar con facilidad, como lo muestra el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Determinacion de una recta a partir de dos puntos

Encontrar una ecuacion de la recta que pasa por (—3,8) y (4, —2).

Solucion:

Estrategia: primero determinamos la pendiente de la recta a partir de los
puntos dados. Después sustituimos la pendiente y uno de los puntos en la
forma punto-pendiente.

La recta tiene pendiente

_ 2-8 _ 10
4— (=3) 7

m

Utilizando una forma punto-pendiente con (—3, 8) como (x;, y,) se obtiene
y—8=—%x—(-3)]
y—=8=—3(x+3),

7y — 56 = —10x — 30,

10x + 7y — 26 = 0.

Recuerde que un punto (0, b) donde una grafica interseca al eje y es lla-
mado una interseccion y (véase la fig. 4.7). Si se conocen la pendiente m y la
interseccion y, b, de una recta, una ecuacion para la recta es [utilizando una
forma punto-pendiente con (xy, y;) = (0, b)]

y —b=m(x —0).



y=mx+b

)

Pendiente
m
/ )

FIGURA 4.7 Recta con pendiente
m e interseccion y igual a b.

—® Principios en prdctica 4
Determinacion de la pendiente

e interseccion con el eje y de
una recta

Una férmula para la dosis reco-
mendada (en miligramos) de me-
dicamento para un nifio de ¢ afios
de edad es

y = ;j(l + 1)a,endonde a es la
dosis para un adulto. Un medica-
mento para aliviar el dolor que se
puede comprar sin prescripcion
médica tiene a = 1000. Determi-
ne la pendiente y la interseccion
con el eje y de esta ecuacion.

~—interseccion y

FIGURA 4.8 Recta verti-

cal que pasa por (a, b).

FIGURA 4.9 Recta horizon-

tal que pasa por (a, b).

Sec. 4.1 = Rectas 131

Alresolver paray se obtieney = mx + b,llamada la forma pendiente-orde-
nada al origen de una ecuacién de la recta:

y=mx + b

es la forma pendiente-ordenada al origen de una ecuacion de la recta con
pendiente m e interseccion b con el eje y.

| pre—— . .
EJEMPLO 4 Forma pendiente-ordenada al origen

Encontrar una ecuacion de la recta con pendiente 3 e interseccion y igual a —4.
Solucion: al utilizar la forma pendiente-ordenada al origeny = mx + b con
m = 3yb = —4,se obtiene

y = 3x + (—4),

y =3x — 4

EJEMPLO 5 Determinacion de la pendiente e interseccion con el eje y

de una recta

Hallar la pendiente y la interseccion y de la recta con ecuaciéon y = 5(3 — 2x).

Solucion:

Estrategia: reescribiremos la ecuaciéon de modo que tenga la forma pen-
diente-ordenada al origen y = mx + b. Asi, la pendiente es el coeficiente
de x y la interseccion y es el término constante.

Tenemos
y =53 — 2x),
y =15 — 10x,
y = —10x + 15.
Por tanto,m = —10y b = 15,de modo que la pendiente es —10 y la intersec-

cion y es 15.

Si una recta vertical pasa por (a, b) (véase la fig. 4.8), entonces cualquier
otro punto (x, y) pertenece a la recta siy sélosix = a.La coordenada y puede
tener cualquier valor. De aqui que una ecuacion de la recta es x = a.En forma
andloga, una ecuacion de la recta horizontal que pasa por (a, b) esy = b (véase
la fig. 4.9). Aqui la coordenada x puede tener cualquier valor.

EJEMPLO 6 Ecuaciones de rectas horizontales y verticales

a. Una ecuacién de la recta vertical que pasa por (—2,3) es x = —2. Una
ecuacion de la recta horizontal que pasa por (—2,3) esy = 3.
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La tabla 4.1 proporciona un buen re-
sumen para usted.

No confunda las formas de las ecua-
ciones de las rectas horizontales y
verticales. Recuerde cudl tiene la
forma x = constante y cudl de ellas
tiene la forma y = constante.

—® Principios en practica 5
Conversion entre formas de
ecuaciones de rectas

Determine una forma lineal gene-
ral de la ecuaciéon de conversion
Fahrenheit-Celsius cuya forma
punto pendiente es

F=—-C+ 32.
5

Esto ilustra que una forma lineal
general de una recta no es Unica.

—® Principios en prdctica 6
Grafica de una ecuacién lineal
general

Haga un bosquejo de la grafica de
la ecuacién de conversion Fahren-
heit-Celsius que encontré en el
principio en préctica 5. (Como
puede utilizar esta grafica para
convertir una temperatura Cel-
sius a Fahrenheit?

b. Los ejes x y y son rectas horizontal y vertical, respectivamente. Puesto que
(0,0) pertenece a ambos ejes, una ecuacion del eje x es y = 0y una del eje

Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

yesx = 0.

De nuestro andlisis podemos demostrar que toda linea recta es la grafica
de una ecuacién de la forma Ax + By + C = 0, donde A, B y C son cons-
tantes,y A y B no son ambas cero. Llamamos a ésta la ecuacion lineal general
(0 ecuacion de primer grado) en las variables x y y, y se dice que x y y estan re-
lacionadas linealmente. Por ejemplo, una ecuacion lineal general paray = 7x
—2es(—=7)x + (1)y + (2) = 0. Reciprocamente, la grafica de una ecuacion

lineal general es una recta.

TABLA 4.1

Forma punto pendiente y — y; = m(x — x;)

Forma pendiente

ordenada al origen

Forma lineal general

Recta vertical

Recta horizontal

y:

Ax + By +C =0

g =

y:

Formas de ecuaciones de lineas rectas

mx + b

a

b

N ormpin 7

E

a. Hallar una forma lineal general de la recta cuya forma pendiente-ordenada

JEMPLO 7 Conversion entre formas de ecuaciones de rectas

al origen es

y = —%x + 4.
Solucion: al dejar un miembro que sea igual a cero, tenemos
2
—x +y—4=0,
377
que es la forma lineal general con A = 3, B = 1y C = —4. Una forma li-

neal general alterna puede obtenerse quitando fracciones:

2x + 3y — 12 = 0.

ma lineal general 3x + 4y — 2 = 0.

Solucion:
ecuacion dada para y. Tenemos

3x + 4y —2 =0,

que es la forma pendiente-ordenada al origen. Notamos que la recta tiene
pendiente de — 3 e interseccién con el eje y igual a 1.

. Hallar la forma pendiente-ordenada al origen de la recta que tiene una for-

queremos la forma y = mx + b, de modo que resolvemos la

4y = —3x + 2,
3 1

=—-x+ =

y Ty
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EJEMPLO 8 Graficacion de una ecuacion lineal general
2x—-3y+6=0

Hacer el bosquejo de la grdfica2x — 3y + 6 = 0.
0,2) / Solucién:

~ Estrategia: ya que ésta es una ecuacion lineal general, su grafica es una li-
X z . . o

)/('_3 0) nea recta. Por tanto, sélo necesitamos determinar dos puntos diferentes a

fin de hacer el bosquejo. Encontraremos las intersecciones.

FIGURA 4.10 Gréfica de Six = 0,entonces —3y + 6 = 0,de modo que la intersecciéon y es 2.Siy = 0,

2x — 3y + 6 =0. entonces 2x + 6 = 0, de modo que la interseccion x es —3. Ahora podemos
dibujar la recta que pasa por (0,2) y (—3,0). (Véase la fig. 4.10.)

I—— |

Para graficar la ecuacion del ejemplo 8 con una calcula- 6
dora gréfica, primero expresamos a y en términos de x: —
.'—"'F'-f
2x — 3y + 6 =0,
3y =2x + 6, =t - g
y = 3(2x + 6).
En esencia, y se expresa como una funcion de x;la gra- -6

fica se muestra en la figura 4.11.
FIGURA 4.11 Griéficade2x — 3y + 6 = 0.
a partir de una calculadora.

Rectas paralelas y perpendiculares

Como se establecio previamente, existe una regla para rectas paralelas:

Rectas paralelas

Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente o si ambas son
verticales.

También existe una regla para rectas perpendiculares. Vea otra vez la figu-
ra 4.5y observe que la recta con pendiente — 3 es perpendicular a la recta con
pendiente 2. El hecho de que la pendiente de cada una de estas rectas sea el re-
ciproco negativo de la pendiente de la otra recta, no es coincidencia, como lo
establece la siguiente regla.

Rectas perpendiculares

Dos rectas con pendientes m; y m, son perpendiculares entre si, si y solo si,

Ademds, una recta horizontal y una vertical son perpendiculares entre si.
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N cormbin 0

—# Principios en prdctica 7 EJEMPLO 9 Rectas paralelas y perpendiculares
Rectas paralelas y La figura 412 muestra dos rectas que pasan por (3, —2). Una es paralela a la
perpendiculares rectay = 3x + 1,y la otra es perpendicular a ella. Determinar las ecuaciones
Muestre que un triangulo con vér- de estas rectas.

tices en A(0,0), B(6,0) y C(7,7)
no es un triangulo rectangulo.

y=3x+1

4 (a) paralela

= - X
Sea 1
S~ ,’(3 _2)
“,’“\L
! * (b) perpendicular
'l
Il
4

FIGURA 4.12 Rectas paralela y perpendicular
ay =3x + 1 (ejemplo9).

Solucion: la pendiente de y = 3x + 1 es 3. Por tanto, la recta que pasa
por (3, —2), que es paralela a y = 3x + 1, también tiene pendiente 3. Utili-
zando la forma punto-pendiente, obtenemos

y = (72) = 3(x — 3),
y+2=3x—09,
y =3x — 11.

La pendiente de la recta perpendicular ay = 3x + 1 debe ser — 1 (el recipro-
co negativo de 3). Utilizando la forma punto-pendiente, obtenemos

y = (2) = =3(x = 3),
y+2=—3x+1,

y=—3x — L

QN Ejercicio 4.1 |

En los problemas del 1 al 8 halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos dados.
1. (4,1),(7,10). 2. (—3,11),(2,1). 3. (4,—2),(—6,3). 4. (2,—4), (3,—4).
5. (5,3),(5,-8). 6. (0,—06),(3,0). 7. (5,72), (4,—2). 8. (1,—7),(9,0).

En los problemas del 9 al 24 determine una ecuacion lineal general (Ax + By + C = 0) de la recta que tiene las propiedades
indicadas, y haga el bosquejo de cada recta.

9. Pasa por (2, 8) y tiene pendiente 6. 10. Pasa por el origen y tiene pendiente —5.
11. Pasa por (—2,5) y tiene pendiente — &, 12. Pasa por (—3,5) y tiene pendiente §.
13. Pasa por (—6,1)y (1,4). 14. Pasapor (7,1)y (7,—5).
15. Pasapor (3,—1)y (—2,—9). 16. Pasa por (0,0)y (2,3).
17. Tiene pendiente 2 y su interseccion con el eje y es 4. 18. Tiene pendiente 5 y su interseccion con el eje y es —7.

19. Tiene pendiente de — 1 y su interseccion con el eje y es —3. 20. Tiene pendiente 0 y su interseccién con el eje y es — 3.
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21. Es horizontal y pasa por (—3,—2). 22. Esvertical y pasa por (—1, 4).

23. Pasa por (2,—3) y es vertical. 24. Pasa por el origen y es horizontal.

En los problemas del 25 al 34 encuentre, si es posible, la pendiente y la interseccion con el eje y de la recta determinada por la
ecuacion, y haga el bosquejo de la grdifica.

25. y = 4x — 6. 26. x —1=5. 27. x +2y —3=0. 28. y +4=1.
29. x = —5. 30. x —9=5y+3. 31. y = 3x. 32. y —7=3(x—4).
3. y=1 34. 2y —3=0.

En los problemas del 35 al 40 determine una forma lineal general y la forma pendiente-ordenada al origen de cada ecuacion.

35. 2x =5 — 3y. 36. 3x + 2y =6. 37. 4x + 9y — 5=0.
38. 2(x —3) —4(y +2) =8 3. T-2oy 40, y= Lytg
. 2(x y . - 573 ) S Y= 500% .

En los problemas del 41 al 50 determine si las rectas son paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos.

41. y="Tx +2, y="Tx — 3. 42, y=4x +3, y =15+ 4x.
43. y=5x+2, =5x +y—3=0. 4. y=x, y=—x.

45. x +2y +1=0, y=—2x. 46. x +2y =0, x +y—4=0.
47. y =3, x=—3 48. x=3, x=-3.

499.3x +y=4, x —3y+1=0. 50. x—1=0, y=0.

En los problemas del 51 al 60 determine una ecuacion de la recta que satisfaga las condiciones dadas. Si es posible, dé la respues-
ta en la forma pendiente-ordenada al origen.

51. Pasapor (—3,2) yesparalelaa y = 4x — 5. 52. Pasapor (2,—8) y es paralelaa x = —4.

53. Pasapor (2,1) yes paralelaa y = 2. 54. Pasapor (3,—4)yesparalelaay = 3 + 2ux.

55. Es perpendicular a y = 3x — 5y pasa por (3,4). 56. Es perpendicularay = —4y pasa por (1,1).

57. Pasapor (7,4) y es perpendicular a y = —4. 58. Pasa por (—5, 4) y es perpendicular a la recta
2y = —x + 1.

59. Pasa por (—7,—5) y es paralela a la recta 60. Pasa por (—4, 10) y es paralela al eje y.

2x + 3y + 6 =0.

61. Una recta pasa por (1,2) y por (—3,8). Determine el En los problemas 65 y 66 determine una ecuacion de la recta
punto en la recta que tiene una abscisa (coordenada x) que describe la informacion siguiente.
iguala 5. 65. Cuadrangulares En una temporada, un jugador de las
62. Una linea recta tiene pendiente 2 e interseca al eje y en ligas mayores de béisbol dio 14 cuadrangulares al final
(0,1). ;El punto (—1,—1) pertenece a la recta? del tercer mes y 20 cuadrangulares al final del quinto
63. Acciones En 1988, 1las acciones de una compaiiia de mes. . ) ) ) )
biotecnologia se cotizaron en $30 por accion. En 1998, 66. Nggocms La propietaria de una tienda de embutidos
la comparia empez6 a tener problemas y el precio de inicia su negocio con una deuda de $100,000. Después
las acciones cay6 a $10 por accién. Dibuje una recta de operarla durante cinco afios, ella acumula una utili-
que muestre la relacion entre el precio por accion y el dad de $40,000.
afo en que se comercio, con afios en el eje x y el precio 67. Fecha de parto La longitud, L, de un feto humano de
en el eje y. Encuentre una interpretacion para la pen- mas de 12 semanas puede estimarse por medio de la
diente. formula L = 1.53t — 6.7, en donde L estd en centime-
64. Velocidad del sonido Una gréfica de la velocidad del tros y ¢ estd en semanas desde la concepcion. Un tocdlo-
sonido, S (en metros por segundo), al nivel del mar, g0 utlhzz'i la longitud del 'feto, medido por H'ledIO de
contra la temperatura T del aire (en grados Celsius), ultrasonido, para determinar la edad aproximada del

tiene una pendiente de 0.61. La ecuacién que describe feto y establecer una fecha de parto para la madre. La
la relacion entre la velocidad del sonido y la temperatu- férmula debe reescribirse para tener como resultado
ra del aire es S = 0.61T + b. Cuando la temperatura una edad, ¢, dada la longitud fetal L. Determine la pen-

es 15°C, un investigador mide la velocidad del sonido diente y la interseccion con el eje L de la ecuacion.
como 340.55 metros por segundo. Determine b para 68. Lanzamiento de disco Un modelo matematico puede
completar la ecuacion. aproximar la distancia con que se gano en el lanzamiento



136

Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

de disco en los Juegos Olimpicos mediante la formula
d = 184 + t,en donde d estd en piesy t = 0 corres-
ponde al afio 1984. Determine una forma lineal general
de esta ecuacion.

que su ingreso crecera de acuerdo con el método de la

linea recta con una pendiente de $50,000 por afio. En
su quinto afo, el negocio tuvo ingresos por $330,000.
Determine una ecuacion que describa la relacion
entre los ingresos, R, y el nimero de anos, 7, desde la
apertura del negocio.

69. Mapa del campus Un mapa coordenado de un campus
universitario da las coordenadas (x, y) de tres edificios = 74. Grafique y = 1.3x + 7y verifique que la intersec-
principales como sigue: centro de cémputo, (3.5,—1); cién y sea 7.
laboratorio de ingenieria, (0.5, 0); biblioteca (—1, —4.5). = . .
Determine las ecuaciones (en la forma pendiente-orde- " 75. Grafique las rectas cuyas ecuaciones son
nada al origen) de las trayectorias en linea recta que
: . . y=15x +1,
conectan (a) el laboratorio de ingenieria con el centro
de cémputo, y (b) el laboratorio de ingenieria con la y = 1.5x — 1,
biblioteca. Demuestre que estas dos trayectorias son
perpendiculares. y
70. Geometria Muestre que los puntos A(0,0), B(0, 4), y = 1.5x + 2.5.
C(2,3) y D(2,7) son los vértices de un paralelogramo ) )
(los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos). ¢Qué observa acerca de las orientaciones de estas li-
S p L - ) neas? ;Por qué esperaria este resultado, a partir de
° 1. Angqlo de aproximacion Un pequefo aeroplano est.a las ecuaciones de las lineas?
aterrizando en un aeropuerto con un dngulo de aproxi- = ) )
macién de 45 grados, o pendiente de — 1. El aeroplano ~ 76. Grafique larectay = 3.4x — 2.3. Determine las
inicia su descenso cuando tiene una elevacion de 3300 coordenadas de cualesquiera dos puntos de la recta
pies. Determine la ecuacion que describe la relacion y utilicelos para estimar la pendiente. ;Cual es la
entre la altitud de la aeronave y la distancia recorrida, pendiente real de la recta?
suponiendo que el dngulo de aproximacion inicia en la = 77. Utilizando una ventana estandar y el mismo rectan-
distancia cero. Haga una grafica de su ecuacion en una gulo de visualizacion, haga la gréfica de las rectas
calculadora gréfica. Si el aeropuerto estd a 4000 pies con ecuaciones
desde donde el aeroplano inicia su aterrizaje, ;qué le
dice la grafica acerca de la aproximacion? 0.1875x — 0.3y + 0.94 = 0
72. Ecuacion de costo El costo diario promedio, C, para
una cuarto en un hospital de la ciudad se elevé $59.82 y
por afo durante los afios 1990 a 2000. Si el costo pro-
medio en 1996 fue $1128.50, ;cuél es una ecuacion que 0.32x + 02y + 101 =0
describe .e,l costo Rromedio dElrante esta década, como Ahora, cambie la ventana a una ventana cuadrada
una funcién del nimero de afios, 7, desde 19907 (por ejemplo, en la calculadora TI-83, utilice ZOOM,
73. Ecuacién de ingreso Un pequeiio negocio pronostica Zsquare). Observe que las rectas aparentan ser per-

pendiculares entre si. Pruebe que esto es cierto.

(R[50 Desarrollar la nocion
de curvas de demanda y oferta, e
introducir funciones lineales.

—® Principios en prdctica 1
Niveles de produccion

Un fabricante de bienes deporti-
vos asigna 1000 unidades de tiem-
po por dia para fabricar esquis y
botas para esquis. Si toma 8 uni-
dades de tiempo fabricar un esqui
y 14 unidades de tiempo producir
una bota, determine una ecuacion
que describa todos los posibles ni-
veles de produccién de los dos
productos.

4.2 APLICACIONES Y FUNCIONES LINEALES

Muchas situaciones de la economia pueden describirse utilizando rectas, como
lo muestra el ejemplo 1.

EJEMPLO 1 Niveles de produccion

Suponga que un fabricante utiliza 100 libras de material para hacer los productos
Ay B, que requieren de 4y 2 libras de material por unidad, respectivamente. Si
xy y denotan el nimero de unidades producidas de A y B, respectivamente,
entonces todos los niveles de produccion estdn dados por las combinaciones
de x y y que satisfacen la ecuacion

4x + 2y = 100, donde x,y = 0.

Por tanto, los niveles de produccién de A y B estén relacionados linealmente.
Al resolver para y se obtiene

y =—2x + 50 (forma pendiente-ordenada al origen),



y (unidades de B)
4x +2y =100
(y=—2x+50)

504 (0, 50)

(unidades
de A)

FIGURA 4.13 Niveles de produc-
cion relacionados linealmente.

Por lo general, una curva de deman-
da desciende de izquierda a derecha
y una curva de oferta asciende de
izquierda a derecha. Sin embargo,
existen excepciones. Por ejemplo, la
demanda de insulina podria repre-
sentarse por medio de una recta
vertical, ya que esta demanda per-
manece constante sin importar el
precio.
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de modo que la pendiente es —2. La pendiente refleja la tasa de cambio del ni-
vel de produccion de B con respecto al de A. Por ejemplo, si se produce una
unidad adicional de A, se requeriran 4 libras mas de material, de lo que resul-
tan% = 2 unidades menos de B. Por tanto, cuando x aumenta en una unidad, el
valor correspondiente de y disminuye en 2 unidades. Para hacer el bosquejo de
la grafica de y = —2x + 50, podemos utilizar la interseccion con el eje y (0,
50), y el hecho de que cuando x = 10, y = 30 (véase la fig. 4.13).

Curvas de demanda y de oferta

Para cada nivel de precio de un producto existe una cantidad correspondiente
de ese producto, que los consumidores demandaran (esto es, compraran) du-
rante algin periodo. Por lo general, a mayor precio la cantidad demandada es
menor; cuando el precio baja la cantidad demandada aumenta. Si el precio por
unidad del producto estd dado por p, y la cantidad correspondiente (en unida-
des) esta dada por g, entonces una ecuacion que relaciona p y g se llama ecuacién
de demanda. Su grafica es la curva de demanda. La figura 4.14(a) muestra una
curva de demanda. De acuerdo con la préctica de la mayoria de los economis-
tas, el eje horizontal es el eje g y el vertical es el eje p. Supondremos que el pre-
cio por unidad estd dado en ddlares y el periodo es una semana. Asi, el punto
(a, b) en la figura 4.14(a) indica que a un precio de b ddlares por unidad, los
consumidores demandaran a unidades por semana. Como los precios o canti-
dades negativas no tienen sentido, a y b deben ser no negativos. Para la mayo-
ria de los productos, un incremento en la cantidad demandada corresponde a
una disminucion en el precio. Asi que, por lo general, una curva de demanda
desciende de izquierda a derecha, como en la figura 4.14(a).

o o]
Curva de demanda Curva de oferta
=1 =1
© (0]
° °
C C
2 2
8 b f------ : 3
ol I ol
e : e
|
|
a a c a
(Cantidad por unidad de tiempo) (Cantidad por unidad de tiempo)

(a) (b)
FIGURA 4.14 Curvas de demanda y de oferta.

Como respuesta a los diferentes precios, existe una cantidad correspon-
diente de productos que los productores estan dispuestos a proveer al merca-
do durante alguin periodo. Por lo general, a mayor precio por unidad es mayor
la cantidad que los productores estan dispuestos a proveer; cuando el precio
disminuye también lo hace la cantidad suministrada. Si p denota el precio por
unidad y ¢ la cantidad correspondiente, entonces una ecuacion que relaciona p
y q se llama ecuacion de oferta, y su grafica es una curva de oferta. La figura
4.14(b) muestra una curva de oferta. Si p esta en ddlares y el periodo es una se-
mana, entonces el punto (c, d) indica que a un precio de d ddlares cada una, los
productores proveerdn ¢ unidades por semana. Al igual que antes, ¢ y d son no
negativos. Una curva de oferta casi siempre asciende de izquierda a derecha,
como en la figura 4.14(b). Esto indica que un fabricante suministrara mas de
un producto a precios mayores.
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—® Principios en practica 2
Determinacion de una
ecuacion de demanda

La demanda semanal de televiso-
res de 26 pulgadas es 1200 unida-
des cuando el precio es de $575
cada uno, y 800 unidades cuando
el precio es de $725 cada uno. De-
termine la ecuaciéon de demanda
para los televisores, suponiendo
un comportamiento lineal.

Ahora centraremos la atencion en las curvas de oferta y de demanda que
son lineas rectas (véase la fig. 4.15); se les denomina curvas de oferta lineal y
de demanda lineal. Tales curvas tienen ecuaciones en las que p y g estén rela-
cionadas de manera lineal. Puesto que una curva de demanda por lo general
desciende de izquierda a derecha, una curva de demanda lineal tiene pendien-
te negativa [véase la fig. 4.15(a)]. Sin embargo, la pendiente de una curva de
oferta lineal es positiva, ya que la curva asciende de izquierda a derecha [véa-
se la fig. 4.15(b)].

o o
Curva de demanda Curva de
lineal oferta lineal
Pendiente Pendiente
negativa positiva
q q
(a) (b)

FIGURA 4.15 Curvas de demanda y oferta lineales.

EJEMPLO 2 Determinacion de una ecuacion de demanda

Suponga que la demanda por semana de un producto es de 100 unidades, cuan-

do el precio es de $58 por unidad, y de 200 unidades a un precio de $51 cada
una. Determinar la ecuacion de demanda, suponiendo que es lineal.

Solucion:

Estrategia: ya que la ecuacion de demanda es lineal, la curva de demanda
debe ser una linea recta. Tenemos que la cantidad g y el precio p estan rela-
cionados linealmente de tal modo que p = 58 cuando ¢ = 100y p = 51
cuando ¢ = 200. Por lo que los datos dados pueden representarse en un
plano de coordenadas ¢, p [véase la fig. 4.15 (a)] por los puntos (100, 58) y
(200, 51). Con estos puntos podemos encontrar una ecuacion de la recta,
esto es, la ecuacion de demanda.

La pendiente de la recta que pasa por (100, 58) y (200, 51) es

51—58 7

7500 — 100 100°

Una ecuacion de la recta (forma punto-pendiente) es
p— p=mlqg— q),

7
p — 58 = —m(q - 100).

Al simplificar, se obtiene la ecuacién de demanda

! q + 65. 1)

P~ 100
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FIGURA 4.16 Grafica de la

funcién de demanda
p=— ﬁq + 65.

—® Principios en prdctica 3

1000

Graficas de funciones lineales

Una compania que repara compu-
tadoras, cobra por un servicio una
cantidad fija més una tarifa por
hora. Si x es el nimero de horas
necesarias para un servicio, el cos-
to total se describe por medio de
la funcién f(x) = 40x + 60. Ha-
ga una grafica de la funcién deter-
minando y graficando dos puntos.
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Por costumbre, una ecuacion de demanda (asi como una ecuacion de oferta)
expresa p en términos de g, lo que en realidad define una funcién de g. Por
ejemplo, la ecuacion (1) define p como una funcién de g y por ello se le llama
la funcion de demanda para el producto (véase la fig. 4.16).

Funciones lineales

En la seccion 3.2 se describié una funcion lineal. A continuacion se presenta
una definicién formal.

Definicion
Una funcioén f es una funcién lineal siy sélo si f(x) puede escribirse en la for-
ma f(x) = ax + b,en donde ay b son constantes y a # 0.

Suponga que f(x) = ax + bes una funcién lineal y que y = f(x). Enton-
ces y = ax + b,la cual es la ecuacion de una recta con pendiente a e intersec-
cién con el eje y b. Asi, la grafica de una funcion lineal es una recta. Decimos
que la funcion f(x) = ax + b tiene pendiente a.

EJEMPLO 3 Graficacion de funciones lineales

a. Graficar f(x) = 2x — 1.

Solucion: aqui fes una funcidn lineal (con pendiente 2), de modo que su
grafica es una recta. Como dos puntos determinan una recta, s6lo necesi-
tamos graficar dos puntos y después dibujar una recta que pase por ellos
[véase la fig. 4.17(a)]. Observe que uno de los puntos graficados es la inter-
seccion con el eje vertical, —1, que ocurre cuando x = 0.

f(x)
f(x)=2x—1
3
x| f(x) L tg(t)
o[ -1 — x o] 5
2] 3 —1/{ 2 6] 1

(a) (b)

FIGURA 4.17 Graéficas de funciones lineales.

15 — 2t
b. Grafique g(t) = —
Solucion: observe que g es una funcion lineal porque podemos expre-
sarla en la forma g(¢t) = at + b.

15 — 2t 15 2t 2
g(l)—f— 3 g— 514‘5,

La grafica de g se muestra en la figura 4.17(b). Ya que la pendiente es — 3,
observe que cuando ¢t aumenta en 3 unidades, g(t) disminuye en 2.

I— |
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—® Principios en prdctica 4
Determinacion de una funcion
lineal

La altura de nifios entre las edades
de 6 a 10 afos puede modelarse
por medio de una funcion lineal de
la edad t, en afios. La altura de una
nifia cambia 2.3 pulgadas por afo;
ella mide 50.6 pulgadas de altura a
la edad de 8 afios. Determine una
funcién que describa la altura de
esta nifa a la edad de ¢ afos.

—® Principios en prdctica 5
Determinacion de una funcion
lineal

Un collar antiguo se espera que
tenga un valor de $360 después de
3 afios y de $640 al cabo de 7 afios.
Determine una funcién que des-
criba el valor del collar después
de x afios.

EJEMPLO 4 Determinacion de una funcion lineal

Suponer que f es una funcién lineal con pendiente 2'y f(4) = 8. Hallar f(x).

Solucion: ya que fes lineal, tiene la forma f(x) = ax + b. La pendiente es
2,de modo que a = 2y tenemos

f(x) =2x + b. )

Ahora determinamos b. Como f(4) = 8, en la ecuacion (2) reemplazamos x
por 4y resolvemos para b.

f(4) =2(4) + b,
8=8+b,
0= b

De aqui que, f(x) = 2x.

EJEMPLO 5 Determinacion de una funcion lineal

Si y = f(x) es una funcién lineal tal que f(—2) = 6y f(1) = —3, encontrar
f(x).

Solucion:

Estrategia: los valores de la funcién corresponden a puntos sobre la gra-
fica de f. Con estos puntos podemos determinar una ecuacion de la recta
y, por tanto, de la funcion lineal.

La condicién f(—2) = 6 significa que cuando x = —2, entonces y = 6. Por

tanto, (—2, 6) pertenece a la grafica de f, que es una recta. De manera similar,

f(1) = —3 implica que (1, —3) también pertenece a la recta. Si hacemos (x;,

v1) = (—2,6) y (x5, ¥,) = (1, —3),la pendiente de la recta esta dada por
»=n —3 -6 -9

= = = =-3
n Xy 7™ Xq 1 - (_2) 3

Podemos encontrar una ecuacion de la recta por medio de la forma punto-
pendiente:

y = n=m(x — x),
y —6==3—(=2)],
y —6=—=3x — 6,
y = —3x.
Puesto que y = f(x), f(x) = —3x. Por supuesto, se obtiene el mismo resulta-

do si hacemos (x, y;) = (1, —3).

En muchos estudios los datos se retinen y grafican en un sistema de coor-
denadas. Un andlisis de los resultados puede indicar que hay una relacion fun-
cional entre las variables involucradas. Por ejemplo, los datos pueden ser
aproximados por puntos en una recta. Esto indicaria una relacion funcional
lineal, tal como en el ejemplo 6 que sigue.
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| pre—————— .
EJEMPLO 6 Dieta para gallinas

En pruebas hechas en una dieta experimental para gallinas, se determiné que el
peso promedio w (en gramos) de una gallina fue, segiin las estadisticas, una
funcion lineal del niimero de dias d después de que se inicié la dieta, donde
0 = d = 50. Suponer que el peso promedio de una gallina al inicio la dieta fue
de 40 gramos, y 25 dias después fue de 675 gramos.

w(peso) a. Determinar w como una funcion lineal de d.

6751 (25, 675) Solucion: como w es una funcion lineal de d, su grafica es una linea recta.
Cuando d = 0 (al inicio de la dieta), w = 40. Por tanto, (0, 40) pertenece
a la grafica (véase la fig. 4.18). De manera similar, (25, 675) pertenece a la
grafica. Si hacemos (d;, w,) = (0,40)y (d,, w,) = (25, 675), 1a pendiente
de la recta es

T d(dias) w, — w675 —40 _ 635 _ 127
m = = = — = —
d, — d, 25—0 25 5
FIGURA 4.18 Funcion lineal Utilizando la forma punto-pendiente, tenemos
que describe la dieta para
gallinas. w — w, = m(d — d),
127
w—40 = —(d — 0),
5
127
—40 = —d
w 5 4
127

= =5d + 40
w 5 ,

que expresa w como una funcion lineal de d.

b. Determinar el peso promedio de una gallina cuando d = 10.

Solucion: cuando d = 10, tenemos w = 'Z(10) + 40 = 254 + 40
= 294. Asi, el peso promedio de una gallina 10 dias después del inicio de
la dieta es de 294 gramos.

QN Ejercicio 4.2 |

En los problemas del 1 al 6 determine la pendiente y la interseccion con el eje vertical de la funcién lineal; haga un bosquejo de
la grdifica.

1 y=f(x) = —4x. 2. y= f(x)=x + 1. 3. g(t) =2t — 4.

4. g(t) =2(4 — ). 5. h(q) = ——. 6. h(q) = 0.5q + 0.25.

En los problemas del 7 al 14 determine f(x), si f es una funcion lineal que tiene las propiedades dadas.

7. Pendiente = 4, f(2) = 8. 8. f(0) =13, f(4) =-5.
9. f(1) =2, f(=2) =38 10. Pendiente = —4, f(3) = —2.
11. Pendiente = —3, f(—3) = 4. 12. f(1) =1, f(2)=2.

13. f(=2) = —1, f(—4) =-3. 14. Pendiente = 0.01, £(0.1) = 0.01.
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Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

Ecuacion de demanda Suponga que los clientes de-
mandaran 40 unidades de un producto cuando el precio
es de $12 por unidad, y 25 unidades cuando el precio es
de $18 cada una. Halle la ecuacién de la demanda, su-
poniendo que es lineal. Determine el precio por unidad
cuando se requieren 30 unidades.

Ecuacion de demanda La demanda semanal para un li-
bro que se vende mucho es de 26,000 ejemplares cuando
el precio es $16 cada uno, y de 10,000 libros cuando el
precio es de $24 cada uno. Determine una ecuacién de
demanda para el libro, suponiendo que aquélla es lineal.

Ecuacion de oferta Un fabricante de refrigeradores
produce 3000 unidades cuando el precio es de $940 y
2200 unidades cuando el precio es $740. Suponga que el
precio, p,y la cantidad, g, producidas estdn relacionadas
de manera lineal. Determine la ecuacion de oferta.

Ecuacion de oferta Suponga que un fabricante de
zapatos colocara en el mercado 50 mil pares cuando

el precio es 35 (ddlares por par) y 35 mil pares de zapa-
tos cuando el precio es 30 dolares. Determine la ecuacion
de oferta, suponiendo que el precio p y la cantidad g
estdn relacionadas de manera lineal.

Ecuacion de costo Suponga que el costo para produ-
cir 10 unidades de un producto es $40 y el costo para 20
unidades es $70. Si el costo, ¢, estd relacionado de ma-
nera lineal con la produccion, g, determine el costo de
producir 35 unidades.

Ecuacion de costo  Un anunciante va con un impresor
y éste le cobra $79 por 100 copias de un volante y $88
por 400 copias de otro volante. Este impresor cobra un
costo fijo, mds una tarifa por cada copia de volantes de
una sola pagina. Determine una funcién que describa el
costo de un trabajo de impresion, si x es el nimero de
copias que se hacen.

Tarifas de electricidad Una compaiia de electricidad
cobra a clientes residenciales 12.5 centavos por kilowatt-
hora mas un cargo base mensual. La factura mensual
de un cliente viene con $51.65 por 380 kilowatt-hora.
Determine una funcién lineal que describa el monto
total por concepto de electricidad, si x es el ntimero de
kilowatt-hora utilizados en un mes.

Terapia por medio de radiacion Un paciente con
cancer recibird terapias mediante farmacos y radiacion.
Cada centimetro ctibico de la droga que serd utilizada
contiene 200 unidades curativas, y cada minuto de expo-
sicion a la radiacion proporciona 300 unidades curativas.
El paciente requiere 2400 unidades curativas. Si se
administran d centimetros ctibicos y r minutos de radia-
cién, determine una ecuacion que relacione d 'y r. Haga
la gréfica de la ecuacién parad = Oy r = 0;marque
el eje horizontal como d.

Depreciacion Suponga que el valor de una pieza de
maquinaria disminuye cada afio en 10% de su valor

24.

25.

26.

27.

29.

original. Si el valor original es $8000, determine una
ecuacion que exprese el valor v de la maquinaria ¢ afios
después de su compra, en donde 0 = ¢ = 10. Haga un
bosquejo de la ecuacion, seleccione ¢ como el eje hori-
zontal y v como el eje vertical. ;Cuadl es la pendiente de
la recta resultante? Este método de considerar el valor
del equipo se denomina depreciacion lineal.

Depreciacion Un televisor nuevo se deprecia $120
por afio, y tiene un valor de $340 después de 4 afios.

Determine una funcién que describa el valor de este
televisor, si x es la edad, en afios, de la television.

Apreciacion Un nuevo edificio de apartamentos se
vendié por $960,000 cinco afios después de que se com-
pro. Los propietarios originales calcularon que el edifi-
cio se apreciaba $45,000 por afio, mientras ellos fuesen
los propietarios. Determine una funcién lineal que des-
criba la apreciacion del edificio, si x es el nimero de
afos desde la compra original.

Apreciacion Una casa comprada en $198,000 se espe-
ra que duplique su valor en 18 afios. Determine una
ecuacion lineal que describa el valor de la casa después
de x afios.

Precios por reparacion Una compaiiia que repara co-
piadoras comerciales, cobra por un servicio una canti-
dad fija mds una tarifa por hora. Si un cliente tiene una
factura de $150 por un servicio de una hora y $280 por
un servicio de tres horas, determine una funcién lineal
que describa el precio de un servicio, en donde x es el
nimero de horas del servicio.

Longitud de lana de ovejas Para regular su temperatu-
ra en relacion con el calor ambiental, las ovejas aumentan
su ritmo respiratorio,  (por minuto), cuando la longitud
de la lana, [ (en centimetros) disminuye.” Suponga que
una oveja con una longitud de lana de 2 cm tiene un rit-
mo (promedio) respiratorio de 160,y aquéllas con una
longitud de lana de 4 cm tienen un ritmo respiratorio de
125. Suponga que r y [ estan relacionadas linealmente.
(a) Determine una ecuacion que proporcione r en tér-
minos de /. (b) Determine el ritmo respiratorio de una
oveja que tiene una longitud de lana de 1 cm.

Linea de isocostos En andlisis de produccién, una /i-
nea de isocosto es una linea cuyos puntos representan
todas las combinaciones de dos factores de produccién
que pueden comprarse por la misma cantidad. Su-
ponga que un granjero tiene asignados $20,000 para la
compra de x toneladas de fertilizante (con un costo de
$200 por tonelada) y y acres de tierra (con un costo
de $2000 por acre). Determine una ecuacion de la li-
nea de isocosto que describa las distintas combinacio-
nes que pueden comprarse con $20,000. Observe que ni
X ni y pueden ser negativas.

2Adaptado de G. E. Folk, Jr., Textbook of Environmental Physiology.
2a. ed. (Philadelphia: Lea & Febiger, 1974.)



30. Linea de isoutilidad Un fabricante produce los produc-

tos X'y Y para los cuales las ganancias por unidad son de
$4 y $6, respectivamente. Si se venden x unidades de X
y y unidades de Y, entonces la ganancia total P esta
dada por P = 4x + 6y,donde x, y = 0. (a) Haga el
bosquejo de la grafica de esta ecuacion para P = 240.
El resultado se conoce como linea de isoutilidad,y sus
puntos representan todas las combinaciones de ventas
que producen una utilidad de $240. (b) Determine la
pendiente para P = 240. (c) Si P = 600, determine
la pendiente. (d) ;Las rectas de isoutilidad para los
productos X'y Y son paralelas?

Escala de calificaciones Por razones de comparacion,
un profesor quiere cambiar la escala de las calificacio-
nes de un conjunto de exdmenes escritos, de modo que
la calificacién méaxima siga siendo 100, pero la media
(promedio) sea 80 en lugar de 56. (a) Determine una
ecuacion lineal que prediga esto. [Sugerencia: quiere
que 56 se convierta en 80 y 100 permanezca como 100.
Considere los puntos (56, 80) y (100, 100), y de manera
mas general, (x, y), donde x es la calificacion anterior y
y la nueva. Encuentre la pendiente y utilice la forma
punto-pendiente. Exprese y en términos de x.] (b) Sien
la nueva escala 60 es la calificacion mas baja para acre-
ditar, ;cudl fue la calificacion més baja para acreditar
en la escala original?

Psicologia El resultado del experimento psicoldgico
de Sternberg® sobre la recuperacion de informacion,
es que el tiempo de reaccion, R, de una persona, en
milisegundos, de acuerdo con las estadisticas es una
funcién lineal del tamafio del conjunto de memoria N
como sigue:

R = 38N + 397.

Haga el bosquejo de la grafica paral = N = 5. ;Cuadl
es la pendiente?

Psicologia En cierto experimento de aprendizaje
que involucra repeticion y memoria,” se estimo que la
proporcién p de elementos recordados se relacionaba
linealmente con un tiempo de estudio efectivo ¢ (en se-
gundos), donde ¢ estd entre 5y 9. Para un tiempo de
estudio efectivo de 5 segundos, la proporcion de ele-
mentos recordados fue de 0.32. Por cada segundo mas
en el tiempo de estudio, la proporcion recordada au-
mentaba en 0.059. (a) Determine una ecuacion que
proporcione p en términos de . (b) ;Qué proporcién
de elementos se recordaron con 9 segundos de tiempo
efectivo de estudio?

Dieta para cerdos En pruebas realizadas en una dieta
experimental para cerdos, se determino que el peso
(promedio) 2 (en kilogramos) de un cerdo, estadisti-
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camente era una funcion lineal del ndmero de dias, d,
después de iniciada la dieta, donde 0 = d = 100. Si el
peso de un cerdo al inicio de la dieta fue de 20 kg, y a
partir de ahi gané 6.6 kg cada 10 dias, determine 2 co-
mo una funcién de d; calcule el peso de un cerdo para
50 dias después que inicio la dieta.

Chirrido de grillos Los bidlogos han encontrado que
el nimero de chirridos por minuto hechos por los grillos
de cierta especie estdn relacionados con la temperatura.
La relacion es casi lineal. A diferencia de los grillos que
se mencionaron al inicio del capitulo 1, estos grillos chi-
rrian todo el verano. A 68°F, los chirridos de los grillos
son casi 124 por minuto. A 80°F son alrededor de 172
por minuto. (a) Determine una ecuacién que dé la tem-
peratura Fahrenheit, ¢, en términos del nimero de chi-
rridos, ¢, por minuto. (b) Si usted cuenta los chirridos
solo durante 15 segundos, ;como puede estimar répida-
mente la temperatura?

Circuitos eléctricos En un circuito eléctrico el voltaje,
V (en volts), y la corriente, i (en amperes), estan rela-
cionados linealmente. Cuando i = 4,V = 2;cuando
i=12,V=6.

a. Determine V como una funcién de i.
b. Encuentre el voltaje cuando la corriente es de 10.

Fisica La presion, P, de un volumen constante de gas,
en centimetros de mercurio, esta relacionada lineal-
mente con la temperatura, 7, en grados Celsius. En un
experimento con aire seco, se encontré que P = 90
cuando T = 40,y que P = 100 cuando T = 80. Expre-
se P como una funciéon de 7.

Teoria eléctrica Cuando una grafica de la diferencia
de potencial, V, en volts, de una celda de Daniell se gra-
fica como una funcién de la corriente, i, en amperes, que
se envia a un resistor externo, se obtiene una linea rec-
ta. La pendiente de esta recta es el negativo del valor
de la resistencia interna de la celda. Para una celda par-
ticular con resistencia interna de 0.06 ohms, se encontré
que V = 0.6 volts cuando i = 0.12 amperes. Exprese V
como una funcion de i.

Hidraulica Una férmula utilizada en hidraulica es

3G.R. Loftus y E. E. Loftus, Human Memory: The Processing of Infor-
mation (Nueva York: Lawrence Erlbaum Associates, Inc., distribuido
por Halsted Press, Divisiéon de John Wiley & Sons, Inc., 1976).

D. L. Hintzman, “Repetition and Learning”, en The Psychology of
Learning, vol. 10, ed. G. H. Brower (Nueva York: Academic Press,
Inc., 1976, p. 77).

O = 3.340b + 1.8704b%x,

donde b es una constante.

a. ¢(La grafica de esta ecuacion es una linea recta?
b. De ser asi, jcudl es la pendiente cuando b = 1?
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ORI Hacer el bosquejo de
las pardbolas que surgen de fun-
ciones cuadraiticas.

4.3  FUNCIONES CUADRATICAS

En la seccién 3.2 se describid a una funcion cuadrdtica como una funcién poli-
nomial de grado 2. A continuacién se presenta una definicion formal.

Definicion
Una funcion fes una funcién cuadratica si y solo si f (x) puede escribirse en la
forma f(x) = ax* + bx + ¢, donde a, b y c son constantes y a # 0.

Por ejemplo, las funciones f(x) = x> — 3x + 2y F(t) = —3¢ son cua-
1
dréticas. Sin embargo, g(x) = —; no es cuadrdtica, ya que no puede escribirse
X
en la forma g(x) = ax®> + bx + c.

La gréfica de la funcién cuadrética y = f(x) = ax® + bx + ¢ se llama
parabola y tiene una forma parecida a las curvas de la figura 4.19. Sia > 0, la
grafica se extiende hacia arriba de manera indefinida y decimos que la para-
bola abre hacia arriba [véase la fig. 4.19(a)]. Si a < 0, entonces la parabola
abre hacia abajo [véase la fig. 4.19(b)].

Parabola: y = f(x) = ax® + bx+ ¢

| Eje Vértice — |
<
|
i Eje
I
|
\ |
; X X
|

1™~ Vértice
a> 0, abre hacia arriba a< 0, abre hacia abajo

(a) (b)

FIGURA 4.19 Parabolas.

Cada parabola en la figura 4.19 es simétrica con respecto a una recta verti-
cal, llamada el eje de simetria de la parabola. Esto es, si la pagina fuera doblada
en una de estas rectas, entonces las dos mitades de la parabola correspondiente
coincidirian. El eje (de simetria) no es parte de la parabola, pero es una ayuda
atil para hacer su bosquejo.

La figura 4.19 también muestra puntos marcados como vértice, donde el
eje corta a la parabola. Sia > 0, el vértice es el punto “mads bajo” de la parabola.
Esto significa que f(x) tiene un valor minimo en ese punto. Si hacemos mani-
pulaciones algebraicas sobre ax*> + bx + c¢ (lo que se conoce como completar
el cuadrado), podemos determinar no sélo este valor minimo, sino también en
dénde ocurre. Tenemos

f(x) = ax* + bx + ¢ = (ax* + bx) + c.

2
Sumando y restando 1€ obtiene
a
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) b b
= 4 ==
f(x) (ax bx 4a> " 1
b’ b
— 24 P .
a<x + —x + 4a2> +c ia
de modo que
b \? b
f(x)—a<x+2a> +C—£.

b 2
Puesto que <x + 2a> = Oya > 0,sesigue que f(x) tiene un valor minimo

b b
cuando x + 2 = 0, esto es, cuando x = — py La coordenada y correspon-
a a

. b . .
diente a este valor de x es f <— 2> . Asi, el vértice esta dado por
a

vértice = (—b f(—b>>
2a’ 2a))

Este también es el vértice de la parabola que abre hacia abajo (a < 0), pero

2a
El punto en donde la parébola y = ax*> + bx + c interseca al eje y (esto
es, la interseccion y) se da cuando x = 0. La coordenada y de este punto es c,
de modo que la interseccion con el eje y es (0, ¢) o, simplemente, c. En resu-
men, tenemos lo siguiente.

b
en este caso f (— ) es el valor maximo de f(x). [véase la fig. 4.19(b).]

Grafica de una funcion cuadratica

La grafica de la funcién cuadratica y = f(x) = ax? + bx + c es una pa-
rabola.

1. Sia > 0,la pardbola abre hacia arriba. Si a < 0, abre hacia abajo.

o b b
2. El vértice es < 2a’f< 2a>>'

3. La interseccion y es c.

Podemos hacer un rapido bosquejo de la gréfica de una funcién cuadré-
tica localizando primero el vértice, la interseccién y y unos cuantos puntos
mas, aquéllos en donde la pardbola interseca al eje x. Las intersecciones x se
encuentran al hacer y = 0y resolver para x. Una vez que las intersecciones
y el vértice se encuentran, es relativamente facil trazar la pardbola apropia-
da a través de estos puntos. En el caso de que las intersecciones con el eje x
estén muy cercanas al vértice o que no existan intersecciones con el eje x, de-
terminamos un punto en cada lado del vértice, de modo que podamos hacer
un bosquejo razonable de la pardbola. Tenga en cuenta que una recta vertical
(con linea punteada) a través del vértice da el eje de simetria. Si graficamos
puntos a un lado del eje, podemos obtener por simetria los correspondientes
del otro lado.
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—® Principios en prdctica 1
Grafica de una funcion
cuadratica

La utilidad diaria de un concesio-
nario de automdviles por la venta
de un tipo de minivan estd dada
por P(x)=—x>+ 2x + 399, en
donde x es el nimero de minivans
vendidas. Determine el vértice de
la funcién y sus intersecciones con
los ejes, y haga una grafica de la
funcién.

EJEMPLO 1 Graficacion de una funcion cuadratica

Graficar la funcién cuadrdtica y = f(x) = —x*> — 4x + 12.
Solucion: aquia = —1,b = —4yc = 12. Como a < 0, la pardbola abre ha-
cia abajo y, por tanto, tiene un punto més alto. La coordenada x del vértice es

b —4

——=———"=-2

2a 2(—1)
La coordenada y es f(—2) = —(—2)> — 4(—2) + 12 = 16. Asf, el vértice es
(—2,16), de modo que el valor méaximo de f(x) es 16. Ya que ¢ = 12, la inter-
seccion y es 12. Para encontrar las intersecciones x, hacemos y igual a 0 en
y = —x* — 4x + 12 y resolvemos para x:

0=—x>—4x + 12,
0 =—(x*+ 4x — 12),
0=—(x+6)(x —2).

Asix = —60x = 2,de modo que las intersecciones x son —6 y 2. Ahora traza-
mos el vértice, el eje de simetria y las intersecciones [véase la fig. 4.20(a)]. Como
(0,12) esta a dos unidades a la derecha del eje, existe un punto correspondien-
te dos unidades a la izquierda del eje con la misma coordenada y. Por tanto,
obtenemos el punto (—4, 12). Al unir todos los puntos, trazamos una parabola
que abre hacia abajo [véase la fig. 4.20(b)].

I—— |

y y
| .
Vértice —>I+ 16
I
o 1 12¢
|
8
: y=1f(x)= x> 4x+12
I
Ejle ——1 4r
| N B ! 1 14 1 5% L1 1 1 5%
-6 —4 *|2 2 | 2
| ab | —at
I ]
I 1
|8 | -8F
(a) (b)
FIGURA 4.20 Grifica de la pardbola y = f(x) = —x? — 4x + 12.
-

EJEMPLO 2 Graficacion de una funcion cuadratica
Graficar p = 24

Solucion: aqui p es una funcion cuadrética de g,dondea = 2,b = Oy c = 0.
Como a > 0, la pardbola abre hacia arriba y, por tanto, tiene un punto mas ba-
jo. La coordenada g del vértice es

_b_ 0
2a 2(2)

y la coordenada p es 2(0)> = 0. En consecuencia, el valor minimo de p es 0y
el vértice es (0,0). En este caso, el eje p es el eje de simetria. Una parabola que



p
8_
q| o 2
p=2
2|8 q
-2| 8 | |
-2 2

FIGURA 4.21 Grafica de la
parabola p = 24>

El ejemplo 3 ilustra que la determi-
nacion de las intersecciones puede
requerir el uso de la férmula
cuadrética.

—® Principios en practica 2
Grafica de una funcion
cuadratica

Un hombre que estéd parado en el
monticulo del lanzador lanza una
bola recta con una velocidad ini-
cial de 32 pies por segundo. La al-
tura de la bola, en pies, t segundos
después de que fue lanzada se des-
cribe por medio de la funcion A(z)
= —16t> + 32t + 8, para t = 0.
Determine el vértice y las inter-
secciones con los ejes de la funcion,
y haga una grafica de la funcion.

9(x)

FIGURA 4.22 Gréfica de la
parabola g(x) = x> — 6x + 7.
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abre hacia arriba con vértice en (0, 0) no puede tener ninguna otra intersec-
cion. De aqui que para hacer un buen bosquejo de esta pardbola, graficamos
un punto a cada lado del vértice. Si g = 2, entonces p = 8. Esto da el punto
(2, 8),y por simetria el punto (—2, 8) (véase la fig.4.21).

| |
EJEMPLO 3 Graficacion de una funcion cuadratica
Graficar g(x) = x> — 6x + 7.
Solucion: aqui g es una funcién cuadrética, donde a = 1,b = —6y c = 7.

La parabola abre hacia arriba, ya que ¢ > 0. La coordenada x del vértice (el
punto mas bajo) es

y g(3) = 3* — 6(3) + 7 = —2, que es el valor minimo de g(x). Por tanto, el
vértice es (3,—2). Ya que ¢ = 7, la interseccién con el eje vertical es 7. Para
encontrar las intersecciones x, hacemos g(x) = 0.

0=x*—6x+7.

Ellado derecho no se puede factorizar con facilidad, de modo que usaremos la
férmula cuadrética para hallar los valores de x:

_ b VE — dac _ —(—6) £ V(=6)* — 4(1)(7)

T 2a 2(1)
6V 6:V4A-2  6+£2V2
2 2 2
_0.2V2 _5iva

2 2

Por tanto, las intersecciones x son 3 + V2 'y 3 — V2. Después de graficar el
vértice, las intersecciones y (por simetria) el punto (6, 7), dibujamos la parabo-
la que se abre hacia arriba como se muestra en la figura 4.22.

EJEMPLO 4 Graficacion de una funcion cuadratica

Graficar y = f(x) = 2x* + 2x + 3y determinar el rango de f

Solucion: esta funcién es cuadrédticacona = 2,b = 2yc = 3. Comoa > 0
la grafica es una pardbola que se abre hacia arriba. La coordenada x del vér-
tice es

_b_ 2
2a

y la coordenada y es 2(— 5)? + 2(—3) + 3 = 3. Asi, el vértice es (— 3,3). Co-
mo ¢ = 3, la interseccion y es 3. Una pardbola que abre hacia arriba con su
vértice arriba del eje x no tiene intersecciones x. En la figura 4.23 graficamos
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La férmula para el ingreso total
debe sumarse a su repertorio de
relaciones para negocios y
economia.

57 y=f(x)=2x>+2x+3

1
_2 —

FIGURA 4.23 Gréficade y = f(x) = 2x*> + 2x + 3.

la interseccion y, el vértice y un punto adicional (—2, 7) a la izquierda del vér-
tice. Por simetria, también obtenemos el punto (1, 7). Trazando una parabola a
través de estos puntos se obtiene la grafica deseada. Con base en la figura, ve-
mos que el rango de fes toda y = 3, esto es, el intervalo 3, 00).

| e — ss
EJEMPLO 5 Ingreso maximo

La funcion de demanda para un producto es p = 1000 — 2q, donde p es el pre-
cio (en ddlares) por unidad cuando q unidades son demandadas (por semana)
por los consumidores. Encontrar el nivel de produccion que maximice el ingre-
so total del productor, y determinar ese ingreso.

Solucion:

Estrategia: para maximizar el ingreso, debemos determinar la funcién de
ingreso,r = f(q). Utilizando la relacion

ingreso total = (precio)(cantidad),
tenemos
r = pq.

Por medio de la ecuacion de demanda, podemos expresar p en términos de
q, de modo que r sea estrictamente una funcion de g.

Tenemos
r=pq
= (1000 — 2q)q.
r = 1000g — 24°.
Observe que r es una funcion cuadratica de g, cona = —2,b = 1000y ¢ = 0.

Ya que a < 0 (la parabola abre hacia abajo), r es maximo en el vértice (g, r),
donde



—® Principios en prdctica 3
Ingreso maximo

La funcién de demanda para la li-
nea de libros de cocina de un edi-
tores p = 6 — 0.003¢, en donde
p es el precio (en délares) por uni-
dad cuando los consumidores de-
mandan ¢ unidades (por dia).
Determine el nivel de produccién
que maximizaréd el ingreso total
del fabricante y determine este in-
greso.
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b 1000
q= a0 72(_2) = 250.

El valor maximo de r estd dado por
r = 1000(250) — 2(250)?
= 250,000 — 125,000 = 125,000.

Asi, el ingreso méaximo que el fabricante puede recibir es de $125,000, que ocu-
rre en un nivel de producciéon de 250 unidades. La figura 4.24(a) muestra la
grafica de la funcién de ingreso. Sélo la parte paralaqueg = Oyr = Osedi-
buja, ya que la cantidad y el ingreso no pueden ser negativos.

|
150,000
A
r .-"" H"._
r=1000q — 2q? / \.\
125,000 . !
Hazirura
o [#=E0 ——v=1z5000 | 50
I q 0
250 500
(a) (b)
FIGURA 4.24  Gréfica de la funcién de ingreso.
Tecnologia
El valor maximo (o minimo) de una funcién puede en-  muestra la pantalla para la funciéon de ingreso del

contrarse con una calculadora grafica, utilizando las  ejemplo 5, esto es, la grafica de y = 1000x — 2x% Ob-
caracteristicas de trazado y acercamiento, o bien conla  serve que remplazamos r por y y g por x.
operacién de “méximo” (o “minimo”). La figura 4.24(b)

QN Ejercicio 4.3 |

En los problemas del 1 al 8 establezca si la funcion es cuadritica o no.

1

1. f(x) = 5x% 2. g(x) = Y Ry 3. g(x) =7 — 6. 4. h(s) =25 (s> + 1).
2 —
2
-9
5. h(q) = (g + 4)*. 6. f(t)=2t(3—1t)+ 41 7. f(s) = s 5 8. g(t)= (—1)>
En los problemas del 9 al 12 no haga una grifica.
9. (a) Parala parabola y = f(x) = —4x> + 8x + 7, 10. Repita el problema 9,siy = f(x) = 8x* + 4x — 1.

encuentre el vértice. (b) ¢ El vértice corresponde
al punto mas bajo o al més alto de la grafica?

11. Parala pardbola y = f(x) = x*> + 2x — 8, encuentre 12. Repita el problema 11,siy = f(x) = 3 + x — 2x°
(a) la interseccion y, (b) las intersecciones x, y

(c) el vértice.
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En los problemas del 13 al 22 grafique cada funcion. Obtenga el vértice y las intersecciones, y determine el rango.

13. y = f(x) = x> — 6x + 5. 14. y = f(x) = —4x%
15. y = g(x) = —2x> — 6x. 16. y=f(x)=x*—1
17. s = h(t) = 1>+ 2t + 1. 18. s =h(t) =22+ 3t — 2
19. y = f(x) = —9 + 8x — 2x% 20 y= H(x)=1—x — x°
21t = f(s) = s> — 8 + 14. 22. t = f(s) = s>+ 6s + 11.

En los problemas del 23 al 26 establezca si f (x) tiene un valor mdximo o minimo y encuentre ese valor.

23. f(x) = 100x> — 20x + 25. 24, f(x) = —2x* — 16x + 3.

25. f(x) = 4x — 50 — 0.1x% 26. f(x) = x(x +3) — 12.

27. Ingreso La funcién de demanda para el fabricante de 33. Biologia Unos bidlogos estudiaron los efectos nutri-
un producto es p = f(q) = 1200 — 3¢q,donde p es el cionales sobre ratas que fueron alimentadas con una
precio (en ddlares) por unidad cuando se demandan g dieta que contenia un 10% de proteina.’ La proteina
unidades (por semana). Encuentre el nivel de produc- consistia en levadura y harina de maiz. Al variar el por-
cién que maximiza el ingreso total del fabricante y de- centaje P de levadura en la mezcla de proteina, el grupo
termine este ingreso. de bidlogos estimaron que el peso promedio ganado

28. Ingreso La funcion de demanda para una linea de re- (en gramos) por una rata en un periodo fue
glas de plastico de una compafia de articulos de oficina .
esp = 0.9 — 0.0004q, en donde p es el precio (en ddla- f(P)=—5xP"+2P +20, 0=P =100
res.) por unidaq cuando los .consurr}idores demand.a/n q Encuentre el peso méximo ganado.
unidades (diarias). Determine el nivel de producciéon
que maximizar4 el ingreso total del fabricante y deter- 34. Altura de una pelota Suponga que la altura, 5, de una
mine este ingreso. pelota lanzada verticalmente hacia arriba desde el piso

» ) estd dada por

29. Ingreso La funcion de demanda para la linea de lap-

tops de una compaifia de electronica es p = 2400 — 6q, 2

. J . s = —4.9t° + 58.8¢,
en donde p es el precio (en ddlares) por unidad cuando
los conspmldor?s demandan ¢ Emdades (se.mfmalfes).. donde s estd en metros y ¢ es el tiempo transcurrido
Determine el nivel .de produccion que maximizard elin- en segundos (véase la fig. 4.25). ¢ Al cabo de cuantos
greso total del fabricante y determine este ingreso. segundos la pelota alcanza su altura maxima? ;Cuél es

30. Mercadeo Una compaiiia de investigacion de merca- la altura méxima?
dos estima que n meses después de la introduccion de
un nuevo producto, f(n) miles de familias lo usardn, en
donde

Méx - O ¢
f(n) = $n(12 — n), 0=n=12
Estime el nimero maximo de familias que usaran el
producto. C)

31. Utilidad La utilidad diaria de la venta de arboles para
el departamento de jardineria de un almacén esta dada
por P(x) = —x% + 18x + 144,en donde x es el niime-
ro de arboles vendidos. Determine el vértice y las inter- Q
secciones con los ejes de la funcion, y haga la grafica de s§=0
la funcidn.

32. Psicologia Una prediccion hecha por la psicologia, re- FIGURA 4.25  Pelota

laciona la magnitud de un estimulo, x, con la magnitud
de la respuesta, y, lo cual se expresa por la ecuacién

y = kx?,en donde k es una constante del experimento.
En un experimento sobre reconocimiento de patrones,
k = 2. Determine el vértice de la funcion y haga la
gréfica de su ecuacion (suponga que no hay restriccion
sobre x).

lanzada verticalmente
hacia arriba (problema 34).

SAdaptado de R. Bressani, “The Use of Yeast in Human Foods”,
en Single-Cell Protein, ed. R. 1. Mateles y S. R. Tannenbaum
(Cambridge, MA: MIT Press, 1968).



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Arqueria Un muchacho que esta parado en una colina,
dispara una flecha directamente hacia arriba con una
velocidad inicial de 80 pies por segundo. La altura, A,
de la flecha en pies, t segundos después de que se solto,
se describe por la funcién h(t) = —16t> 4+ 80t + 32.
(Cuil es la altura méxima alcanzada por la flecha?

( Cuantos segundos después de que se suelta, alcanza
esta altura?

Lanzamiento de muiieca Una nifia de 6 afios de edad
que esta parada sobre una caja de juguetes lanza una
murieca directamente hacia arriba, con una velocidad
inicial de 16 pies por segundo. La altura / de la muiieca
en pies, t segundos después de que se soltd se describe
por medio de la funcién (1) = —16¢> + 16t + 4.
(Cuanto tiempo le toma a la mufieca alcanzar su altura
maéxima? ;Cudl es la altura maxima?

Lanzamiento de un cohete Un cohete de juguete se
lanza verticalmente hacia arriba desde el techo de una
cochera con una velocidad inicial de 80 pies por segun-
do. La altura, A, del cohete en pies, ¢ segundos después
que fue lanzado, se describe por medio de la funcion
h(t) = =162 + 80t + 16. Determine el vértice y las
intersecciones con los ejes de la grafica, y haga la grafi-
ca de la funcién.

Cable en suspension La forma del cable principal de
un puente colgante puede describirse por medio de la
funcién

1 1
y = f(x) = —x?+ —x + 10,

= —_ < <
500 250 100 = x = 100,

en donde f(x) es la altura del cable (en pies) por arriba
del terraplén, y x es la distancia horizontal (en pies) me-
dida desde el centro del puente. Haga la grafica de la
funcién y determine su rango.

Fisica FEldesplazamiento de un objeto desde un punto
de referencia en el tiempo ¢ esta dado por

s = 3212 — 16t + 28.7,
donde s esta en metros y ¢ en segundos.

a. ;Para qué valor de r ocurre el desplazamiento minimo?
b. ;Cudl es el desplazamiento minimo del objeto, medi-
do a partir del punto de referencia?

Fuerza Durante una colision, la fuerza, F (en newtons),
que actda sobre un objeto varia con el tiempo ¢, de
acuerdo con la ecuacién F = 87t — 21¢2, donde ¢ esta
en segundos.

a. ;Para qué valor de ¢ es maxima la fuerza?
b. ;Cudl es el valor maximo de la fuerza?

Viga con carga Cuando una viga horizontal de longitud
[ es cargada uniformemente, la ecuacion del momento es

wlx  wx?
M=——-—
2 2’
donde w esta relacionada con la carga, y x es la medida
desde el extremo izquierdo de la viga.

a. ;Para qué valor de x es M un maximo? (Suponga
w > 0.)

42.

43.
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b. (Cuil es el valor maximo de M?

c. (Para qué valores de x se tiene M = (0?

Area Exprese el area del rectangulo mostrado en
la figura 4.26 como una funcién cuadratica de x. ;Pa-
ra qué valor de x el drea serd maxima?

11 —x

X

FIGURA 4.26 Diagrama para
el problema 42.

Terreno cercado Un constructor de edificios quiere
cercar un terreno rectangular adyacente a un rio rec-
to, utilizando la orilla del rio como un lado del area
encerrada (véase la fig. 4.27). Si el constructor tiene
200 pies de cerca, encuentre las dimensiones del area
maxima que se puede encerrar.

FIGURA 4.27
problema 43.

Diagrama para el

. Encuentre dos niimeros cuya suma es 40 y su pro-

ducto es un maximo.

. A partir de la grificade y = 1.4x> — 3.1x + 4.6,

determine las coordenadas del vértice. Redondee los
valores a dos decimales. Verifique su respuesta utili-
zando la férmula para el vértice.

. Encuentre los ceros de f(x) = —V2x2 + 3x + 85

por inspeccion de su gréfica. Redondee los valores a
dos decimales.

. Determine el nimero de ceros reales de cada una de

las siguientes funciones cuadraticas:

a. f(x) = 42x*> — 8.1x + 10.4.
b. f(x) = 5x> — 2V35x + 7.

_ 51 —72x — x?

¢ fx) 48

. Encuentre el valor maximo (redondeado a dos deci-

males) de la funcién f(x) = 5.4 + 12x — 4.1x%a
partir de su gréfica.

. Encuentre el valor minimo (redondeado a dos deci-

males) de la funcién f(x) = 20x> — 13x + 7 a par-
tir de su grafica.
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Resolver sistemas de
ecuaciones lineales con dos y tres
variables por medio de la técnica
de eliminacidon por adicién o por
sustitucion (en el capitulo 6 se
mostraran otros métodos).

Un punto de
y interseccién

L1 (X01 YO)

N
TN

FIGURA 4.28 Sistema lineal
(una solucién).

v
LZ

Ao hay punto
de interseccion
7 / X

FIGURA 4.29 Sistema lineal
(no hay solucién).

y
Ly, L, Numero infinito
de puntos de
\ interseccion
X

FIGURA 4.30 Sistema lineal
(un nimero infinito de
soluciones).

4.4  SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Sistemas con dos variables

Cuando una situacion debe describirse mateméticamente, no es raro que surja
un conjunto de ecuaciones. Por ejemplo, suponga que el administrador de una
fabrica establece un plan de produccién para dos modelos de un producto
nuevo. El modelo A requiere de 4 piezas del tipo 1 y 9 piezas del tipo I1. El
modelo B requiere de 5 piezas del tipo I y 14 piezas del tipo II. De sus provee-
dores, la fabrica obtiene 335 piezas del tipo Iy 850 piezas del tipo II cada dia.
( Cuéntos productos de cada modelo debe producir cada dia, de modo que todas
las piezas del tipo 1 'y piezas del tipo II sean utilizadas?

Es buena idea construir una tabla que resuma la informacién importante.
La tabla 4.2 muestra el nimero de piezas del tipo 1y piezas del tipo II requeri-
das para cada modelo, asi como el nimero total disponible.

TABLA 4.2
Modelo Modelo Total
A B disponible
Piezas tipol 4 5 335
Piezas tipo II 9 14 850

Suponga que hacemos x igual al nimero de articulos del modelo A fabri-
cados cada dia, y y igual al nimero de articulos del modelo B. Entonces éstos
requieren de 4x + Sy piezas del tipo Iy 9x + 14y piezas del tipo II. Como es-
tan disponibles 335 y 850 piezas del tipo 1y II, respectivamente, tenemos

{4x + Sy = 335, @
9x + 14y = 850. ?2)

A este conjunto de ecuaciones le llamamos sistema de dos ecuaciones li-
neales en las variables (o incognitas) x y y. El problema es encontrar valores
de x y y para los cuales ambas ecuaciones sean verdaderas de manera simultd-
nea. Estos valores se llaman soluciones del sistema.

Como las ecuaciones (1) y (2) son lineales, sus graficas son lineas rectas;
llamémoslas L,y L,. Ahora, las coordenadas de cualquier punto sobre una linea
satisfacen la ecuacion de esa linea; esto es, hacen a la ecuacion verdadera. Por
tanto, las coordenadas de cualquier punto de interseccion de L,y L, satisfacen
ambas ecuaciones. Esto significa que un punto de interseccién da una solucién
del sistema.

Si L,y L, se dibujan en el mismo plano, existen tres posibles situaciones:

1. L,y L, pueden intersecarse en exactamente un punto, digamos (xo, yg).
(Véase la fig. 4.28). Por tanto, el sistema tiene la solucion x = x,yy = y,.

2. L,y L, pueden ser paralelas y no tener puntos en comun (véase la fig. 4.29).
En este caso no existe solucion.

3. L,y L, pueden ser la misma recta (véase la fig. 4.30). Por tanto, las coorde-
nadas de cualquier punto sobre la recta son una solucion del sistema. En
consecuencia, existe un nimero infinito de soluciones.

Nuestro objetivo principal aqui es estudiar los métodos algebraicos para
resolver un sistema de ecuaciones lineales. En esencia, remplazamos de manera
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sucesiva un sistema por otro que tenga la misma solucién (esto es, remplazamos
el sistema original por sistemas equivalentes), pero cuyas ecuaciones tengan una
forma progresivamente mds adecuada para determinar la solucion. En términos
mads precisos, buscamos un sistema equivalente que contenga una ecuacion en la
que una de las variables no aparezca (esto es, eliminar una de las variables).
Ilustraremos este procedimiento para el sistema propuesto originalmente:

{4x + 5y = 335, A3)
9x + 14y = 850. @)

Para empezar, obtendremos un sistema equivalente en el que x no apa-
rezca en una ecuacion. Primero encontramos un sistema equivalente en el que
los coeficientes de los términos en x en cada ecuacion sean iguales excepto por
el signo. Multiplicando la ecuacién (3) por 9 [esto es, multiplicando ambos
miembros de la ecuacion (3) por 9] y multiplicando la ecuacién (4) por —4 se
obtiene

{ 36x + 45y = 3015, 5)
—36x — 56y = —3400. (6)

Los miembros izquierdo y derecho de la ecuacion (6) son iguales, de modo que
cada miembro puede sumarse al correspondiente de la ecuacion (5). Esto tie-
ne como resultado

—11y = —385,
que solo tiene una variable, como se planed. Resolviéndola se obtiene
y =35,
asi obtenemos el sistema equivalente

{ y = 35, @)
—36x — 56y = —3400. ®)
Al remplazar y en la ecuacion (8) por 35, obtenemos
—36x — 56(35) = —3400,
—36x — 1960 = —3400,
—36x = —1440,
x = 40.

Por tanto, el sistema original es equivalente a

{y = 35,

x = 40.

Podemos verificar nuestra respuesta sustituyendo x = 40y y = 35 en am-
bas ecuaciones originales. En la ecuacion (3) obtenemos 4(40 + 5(35) = 335,
0 335 = 335. En la ecuacién (4) obtenemos 9(40) + 14(35) = 850, o bien,
850 = 850. Por tanto, la solucién es

x=40 y y =35

Cada dia el administrador debe planear la fabricacion de 40 productos del
modelo A y 35 del modelo B. El procedimiento efectuado se conoce como
eliminacion por adiciéon. Aunque elegimos eliminar primero x, pudimos haber
hecho lo mismo para y, mediante un procedimiento similar.
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—® Principios en prdctica 1
Método de eliminacion por
adicién

Un especialista en computadoras
tiene invertidos $200,000 para su
retiro, parte al 9% y parte al 8§%.
Si el ingreso anual total por las in-

versiones es de $17,200, ;cuédnto
esta invertido en cada tasa?

y
2x+3y=3 3x—4y=13

™~ / X

(3’ _1)

d

FIGURA 4.31 Sistema lineal del
ejemplo 1; una solucidn.

EJEMPLO 1 Método de eliminacion por adicion

Utilizar eliminacion por adicion para resolver el sistema.

{3x — 4y = 13,
3y + 2x = 3.

Solucion: por conveniencia alineamos los términos en x y en y para obtener

{3x — 4y =13, )

2x + 3y = 3. (10)
Para eliminar y, multiplicamos la ecuacion (9) por 3 y la ecuacion (10) por 4:

{9x — 12y = 39, (1)

8x + 12y = 12. 12)

Sumando la ecuacién (11) a la (12) se obtiene 17x = 51, de la cual x = 3.
Tenemos el sistema equivalente

{9){ — 12y = 39, (13)
x =3 14)
Al remplazar x por 3 en la ecuacién (13) se obtiene
9(3) — 12y = 39,
—12y = 12,
y=-1,

de modo que el sistema original es equivalente a

iy
x = 3.
Lasoluciones x = 3y y = —1.Lafigura 4.31 muestra una grafica del sistema.
|
Elsistema del ejemplo 1,
{3x — 4y = 13, 15)
2x + 3y =3, (16)

puede resolverse de otra manera. Primero elegimos una de las ecuaciones,
por ejemplo, la ecuacién (15), y despejamos una de las incognitas en términos
de la otra, digamos x en términos de y. Asi la ecuacién (15) es equivalente a
3x =4y + 13,0

4 1
=y + =
S
y obtenemos
x =3y, an
2x + 3y = 3. (18)

Sustituyendo el valor de x de la ecuacién (17) en la ecuacion (18) se obtiene

4 13
2<3y + 3) + 3y = 3. (19)



—® Principios en practica 2
Método de eliminacion por
sustitucion

A dos especies de ciervos, A y B,
que viven en un refugio de vida sal-
vaje se les da alimento extra en in-
vierno. Cada semana reciben 2
toneladas de alimento en forma de
croqueta y 4.75 toneladas de heno.
Cada ciervo de la especie A requie-
re 4 libras de croquetas y 5 libras de
heno. Cada ciervo de la especie B
requiere 2 libras de las croquetas y
7 libras de heno. ;Cuéntos ciervos
de cada especie se podran susten-
tar con el alimento, de modo que
todo el alimento se consuma cada
semana?
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De este modo ya eliminamos x. Resolviendo la ecuacion (19), tenemos

8 26
“y+ ==+ 3y =
T3 3y =3,

8y +26 +9y =9
17y = —17,

(eliminando fracciones),

y=—1

Al remplazar y en la ecuacion (17) por —1, se obtiene x = 3,y el sistema origi-
nal es equivalente a
{x =3,
y=-1

como vimos antes, este método se llama eliminacién por sustitucion.

EJEMPLO 2 Método de eliminacion por sustitucion

Utilizar eliminacion por sustitucion para resolver el sistema

{x+2y—8=0,
2x + 4y +4=0.

Solucion: es facil resolver la primera ecuacién para x. Esto da el sistema
equivalente

{x =2y + 8§, (20)

2x +4y +4=0. (21)

Al sustituir —2y + 8 por x en la ecuacion (21) se obtiene

22y +8) +4y +4=0,
—4y + 16 + 4y + 4 = 0.

Esta dltima ecuacion se simplifica a 20 = 0. Por tanto, tenemos el sistema

{x =2y + 8, 22)
20 = 0. (23)
Ya que le ecuacion (23) nunca es verdadera, no existe solucion para el sistema

original. La razén es clara si observamos que las ecuaciones originales pueden
escribirse en la forma pendiente-ordenada al origen como

1
y=—5x+4
y
1
y=—§x — 1.

Estas ecuaciones representan lineas rectas que tienen pendientes de — 3, pero
diferentes intersecciones y, 4 y —1. Esto es, especifican rectas paralelas dife-
rentes (véase la fig. 4.32).
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—® Principios en prdctica 3
Un sistema lineal con un
nimero infinito de soluciones

Dos especies de peces, A y B, estan
cridandose en una granja piscicola,
en donde se les alimenta con dos
suplementos vitaminicos. Todos los
dias reciben 100 gramos del pri-
mer suplemento y 200 gramos del
segundo suplemento. Cada pez de
la especie A requiere 15 mg del
primer suplemento y 30 mg del se-
gundo suplemento. Cada pez de la
especie B requiere 20 mg del pri-
mer suplemento y 40 mg del se-
gundo suplemento. ; Cuantos peces
de cada especie puede sustentar la
granja de modo que todos los su-
plementos se consuman cada dia?

X+2y—8=0

Rectas paralelas

2x+4y+4=0 distintas

~.

FIGURA 4.32 Sistema lineal del ejemplo 2; no hay
solucion.

EJEMPLO 3 Un sistema lineal con un niimero infinito de soluciones
Resolver
x + 5y =2, (24)
1 5. _
5X + 5y = 1. (25)
Solucion: empezamos eliminando x de la segunda ecuacién. Multiplicando

la ecuacién (25) por —2, tenemos

{ x + 5y =2, (26)

—x — 5y = -—2. 27
Sumando la ecuacion (26) a la (27) se obtiene

{x + 5y =2, (28)

0=0. 29)

Puesto que la ecuacion (29) siempre es cierta, cualquier solucién de la ecua-
cion (28) es una solucién del sistema. Ahora veamos como podemos expresar
nuestra respuesta. De la ecuacion (28) tenemos x = 2 — 5y, donde y puede
ser cualquier nimero real, digamos r. Por tanto, podemos escribir x = 2 — 5r.
La soluciéon completa es

x=2—5r,
y=rn

donde r es cualquier nimero real. En esta situacion, r se denomina un parame-
tro, y decimos que tenemos una familia de soluciones con un pardmetro. Cada
valor de r determina una solucién particular. Por ejemplo, si r = 0, entonces
x = 2yy = 0,es unasolucién;sir = 5,entonces x = —23y y = 5esotra so-
lucién. Es claro que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.

Es util notar que al escribir las ecuaciones (24) y (25) en sus formas pen-
dientes-interseccion al origen, obtener 10s el sistema equivalente

1 2
y = —=x _l_ =
1 2
y = —x + =

en el que ambas ecuaciones representan a la misma recta. De aqui que las rec-
tas coincidan (véase la fig. 4.33) y las ecuaciones (24) y (25) sean equivalen-
tes. La solucion al sistema consiste en las parejas de coordenadas de todos los
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puntos sobre la recta x + 5y = 2, puntos que estdn dados por nuestra solu-
cién paramétrica.

FIGURA 4.33 Sistema lineal del
ejemplo 3; un nimero infinito de
soluciones.

10 Resolver de manera grifica el sistema
n,
\\ { 9x + 41y =7,
- 2.6x — 3y =18.
e 10
A’d_.:i:‘:_: Solucion: primero resolvemos cada ecuacién para y
Intebsectionh M oo de modo que cada ecuacién tenga la forma y = f(x).
-10 Ay 2igy)
y = 4.1 ( x)’
FIGURA 4.34 Solucion gréfica del
1

sistema.

VI = —5(18 i 2.6)6).

Ahora introducimos estas funciones como Y;y Y, y
las desplegamos sobre el mismo rectdngulo de visuali-
zacion (véase la fig. 4.34). Por ultimo, ya sea utilizando
la caracteristica de trazado y acercamiento, o bien, la
de interseccion, estimamos la solucion como x = 2.52
y = —3.82.

.
EJEMPLO 4 Mezcla

Un fabricante de productos quimicos debe surtir una orden de 500 litros de solu-
cion de dcido al 25% (25 % del volumen es dcido). Si en existencia hay disponibles

soluciones al 30% y al 18 %, ;cudntos litros de cada una debe mezclar para surtir
el pedido?

Solucion: seanxy y,respectivamente, el nimero de litros de las soluciones al
30% y 18% que deben mezclarse. Entonces

x + y = 500.

Para ayudar a visualizar la situacién, dibujamos el diagrama en la figura 4.35. En
500 litros de una solucion al 25%, habra 0.25(500) = 125 litros de acido. Este
acido proviene de dos fuentes: 0.30x litros de la solucién al 30% y 0.18y litros
provienen de la solucion al 18 %. De aqui que,

0.30x + 0.18y = 125.
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500  0.30x+0.18y = 125

%Ak y=50-\(-)q%\

0 —=1 500
0

FIGURA 4.36 Grafica para el
ejemplo 4.

—® Principios en prdctica 4
Resolucion de un sistema
lineal de tres variables

Una cafeteria se especializa en
mezclas de café. Con base en café
de tipo A, tipo B y tipo C, el duefio
quiere preparar una mezcla que
vendera en $8.50 por una bolsa de
una libra. El costo por libra de es-
tos cafés es de $12,$9 y $7, respec-
tivamente. La cantidad del tipo B
debe ser el doble de la cantidad
del tipo A. ;Cuanto café de cada
tipo estard en la mezcla final?

550 litros

MAAAANANAAAA

x litros y litros

0.30x 0.18y 0.25(500)
es acido es acido es acido

Solucién al 30% Solucion al 18% Solucién al 25%

FIGURA 4.35 Problema de la mezcla.

Estas dos ecuaciones forman un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas. Si resolvemos la primera para x obtenemos x = 500 — y. Sustitu-
yendo en la segunda se obtiene

0.30(500 — y) + 0.18y = 125.

Resolviendo ésta para y, encontramos que y = 2083 litros. Asi x = 500 — 2083
= 2913 litros (véase la fig. 4.36).

Sistemas con tres variables

Los métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos variables
también pueden utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
tres variables. Una ecuacién lineal general con tres variables x, y y z es una
ecuacién que tiene la forma

Ax + By + Cz = D,

donde A, B, C y D son constantes y A, B'y C no son todas cero. Por ejemplo,
2x — 4y + z = 2 es una de tales ecuaciones. Una ecuacion lineal general
con tres variables representa geométricamente un plano en el espacio, y una
solucion al sistema de tales ecuaciones es la interseccion de los planos. El
ejemplo 5 muestra cémo resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con
tres variables.

EJEMPLO 5 Resolucion de un sistema lineal con tres variables
Resolver
2x + y+ z =23, (30)
—x + 2y + 2z =1, 31)
x— y—3z=—6. (32)

Solucion: este sistema esta constituido por tres ecuaciones lineales con tres
variables. De la ecuacién (32), x = y + 3z — 6. Sustituyendo este valor para
x en las ecuaciones (30) y (31), obtenemos

2(y +3z—6)+y+z
—(y+3z—6)+2y +2z =1,
x=y+3z—6.

I
=
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Simplificando, se obtiene

3y + 7z = 15, (33)
y —z=-—5, (34)
x=y+3z—6. (35)

Observe que x no aparece en las ecuaciones (33) y (34). Puesto que cualquier
solucién del sistema original debe satisfacer las ecuaciones (33) y (34), prime-
ro debemos considerar su solucion:

{3y + 7z = 15, (33)
y— z=-—5. (34)

De la ecuacién (34), y = z — 5. Esto significa que podemos remplazar la ecua-
cién (33) por

3(z—=5)+7z=15 0 z=3.

Como z es 3, podemos remplazar la ecuacién (34) por y = —2. De aqui que el
sistema anterior sea equivalente a

-
y = 2.

El sistema original se transforma en

z =3,

y=-2

x=y+3z—6,
de lo cual x = 1. La solucién es x = 1,y = =2,y z = 3, que usted puede
verificar.

Aligual que un sistema de dos variables puede tener una familia de solu-
ciones con un parametro, un sistema con tres variables puede tener una fami-
lia de soluciones con uno o dos parametros.® Los dos ejemplos siguientes lo
ilustran.

EJEMPLO 6 Familia de soluciones con un parametro
Resolver
x — 2y =4, 35)
2x — 3y + 2z = =2, (36)
4x — Ty + 2z = 6. 37)

Solucion: observe que, ya que la ecuacién (35) puede escribirse como x — 2y
+ 0z = 4,podemos considerar a las ecuaciones (35) a (37) como un sistema
de tres ecuaciones lineales en las variables x, y y z. De la ecuacion (35) tene-
mos x = 2y + 4. Podemos emplear esta ecuacioén y el método de sustitucion
para eliminar x de las ecuaciones (36) y (37):

X =2y +4,
22y +4) — 3y + 2z = =2,
42y +4) — Ty + 2z = 6.

®Nota para el profesor: los ejemplos 6 y 7 pueden omitirse sin pérdida de continuidad.
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Son posibles otras representaciones
paramétricas de la solucion.

O de manera mas sencilla,

x =2y + 4, (38)
y + 2z = —10, 39)
y + 2z = —10. (40)

Multiplicando la ecuacién (40) por —1 se obtiene

x =2y +4,
y + 2z = —10,
—y — 2z = 10.

Sumando la segunda ecuacion a la tercera se obtiene

x =2y + 4,
y + 2z = —10,
0=0.

Como la ecuacién 0 = 0 siempre es verdadera, en esencia podemos tratar con
el sistema

{ x =2y + 4, 41)
y + 2z = —10. 42)

Resolviendo la ecuacién (42) para y, tenemos
y=—10 — 2z,

que expresa a y en términos de z. También podemos expresar a x en términos
de z. De la ecuacién (41),

x=2y+4
=2(—10 — 2z) + 4
= —16 — 4z.
Por tanto, tenemos
{x = —16 — 4z,
y=—10 — 2z.

Como no hay restricciones sobre z, esto sugiere una familia de soluciones pa-
ramétricas. Haciendo z = r, tenemos la familia de soluciones siguiente para el
sistema dado:

—16 — 4r,
=—10 — 2r,

:r’

N R

donde r puede ser cualquier nimero real. Entonces, vemos que el sistema dado
tiene un nimero infinito de soluciones. Por ejemplo, haciendo r = 1 se obtie-
ne la solucién particular x = =20,y = —12yz = 1.

EJEMPLO 7 Familia de soluciones con dos parametros

Resolver el sistema

{x+2y+ z =4,
2x + 4y + 2z = 8.
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Solucion: éste es un sistema de dos ecuaciones lineales con tres variables.
Eliminaremos x de la segunda ecuacién multiplicindola primero por — %:

{ x + 2y +z=4,
—x — 2y —z=—4.
Sumando la primera ecuacion a la segunda se obtiene
{x + 2y + z =4,
0=0.
De la primera ecuacién, obtenemos
x=4—-2y — z

Como no existe restriccion sobre y o z, éstos pueden ser nimeros reales arbi-
trarios, lo que nos da una familia de soluciones con dos pardmetros. Haciendo
y = ryz = s,encontramos que la solucion del sistema es

x=4—2r —s,
y=r,
7z =,

donde r y s pueden ser cualesquiera niumeros reales. Cada asignacion de valo-
res ary as da una solucién del sistema, de modo que existe un nimero infini-
to de soluciones. Por ejemplo, haciendo r = 1 y s = 2 se obtiene la solucion
particular x = 0,y = 1y z = 2.

I—— |

Q Ejercicio 4.4

En los problemas del 1 al 24 resuelva algebraicamente los sistemas.

{x+4y=3,
3x — 2y = —5.
4{2x— y =1,

x+2y="7.
7{x—2y——,

S5x +3y=-9

5x+7y+2—9y—4x+6
10. 5

—‘ 2x+3y~|—
3. {4p+12q—6

2p+ 6g =3

x+ y+ z=-1,

3x+ y+ z=1,

4x — 2y + 272 =0.

— 2z =1,

-

+ z=3.

x—2y— z=0,

2x —4y — 2z =0,

—x +2y+ z=0.

{4x+2y=9, 3, {3x—4y—13

Sy —4x = 5. 2x +3y =3

5, {5v+2w=36, 6. {p— q = —3,
8v — 3w = —54. 3p + 2q = 19.

8. {3x+5y—7 9, {4x—3y—2—3x—7y,
5x +9y =17 x+5y—2=y+4
Xty =2, 2w =g

11 {* 12.{
8x+6y__%' + jw 2%-

¥ =3y =2, 2x + y + 6z =3,
14.{10x+6y_4 15 x— y+dzr=1,
Y 3x +2y —27=2
5x—7y+4z—2, 3x =2y + z=0,

17. 3x+2y—2z 3, 18. ¢ 2x + y — 3z =15,

— y+3z7=4 3x + %y + 4z = 10.
x— y+2z=0,
2y +3z=1

20. {31_;_0 1. {2x+ y— z=0,

‘ x+2y —32=0.

23 {2x+2y— z =3, 24 {x+2y—3z=—4,

T l4xt4y —2z=06. T2+ y—3z=4

"Hace referencia a los conceptos de los ejemplos 6y 7.
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25. Mezcla Un fabricante de productos quimicos desea Crakers que a las que no les gustaba. Sin embargo, el

surtir un pedido de 700 galones de una solucién de aci-
do al 24%. En existencia tiene soluciones al 20% y 30%.
(Cuéntos galones de cada solucion debe mezclar para
surtir el pedido?

reporte no indicé que el 16% de las personas entrevis-
tadas no habian contestado. ;A cudntas de las personas
entrevistadas les gusté Crispy Crakers? ;A cudntas no?
(Cudntas no contestaron?

26. Mezcla Un jardinero tiene dos fertilizantes que con- 33. Costo de ignalaciéon Productos Unidos, S. A., fabrica
tienen diferentes concentraciones de nitrégeno. Uno calculadoras y tiene plantas en las ciudades de Exton y
tiene 3% de nitrégeno y el otro tiene 11% de nitrégeno. Whyton. En la planta de Exton, los costos fijos son de
(Cuantas libras de cada fertilizante debe mezclar para $7000 por mes, y el costo de producir cada calculadora
obtener 20 libras con una concentracién de 9%? es de $7.50. En la planta de Whyton, los costos fijos son

27. Tejidos Una féabrica de tejidos produce un tejido he- de $8800 por mes y cada calculadora cuesta $6 produ-

cho a partir de diferentes fibras. Con base en algodén,
poliéster y nylon, el propietario necesita producir un te-
jido combinado que cueste $3.25 por libra fabricada. El
costo por libra de estas fibras es de $4.00, $3.00 y $2.00,
respectivamente. La cantidad de nylon debe ser la mis-

cirla. Si el mes siguiente, Productos Unidos debe pro-
ducir 1500 calculadoras, cudntas debe producir cada
planta si el costo total en cada una debe ser el mismo?

ma que la cantidad de poliéster. ;Cuanto de cada fibra
debe tener el tejido final?
28. Impuesto Una compafia tiene ingresos gravables por s
$312,000. El impuesto federal es el 25% de la parte que g g g
queda después que el impuesto estatal ha sido pagado. oDE D
El impuesto estatal es un 10% de la parte que queda ER =
después que el federal ha sido pagado. Encuentre los *
impuestos federal y estatal.
29. Velocidad de un aeroplano Un aeroplano recorre 900
millas en 3 horas con viento a favor. Le toma 3 horas 36 34. Mezcla de café Un comerciante de café mezcla tres ti-
minutos el viaje de regreso volando en contra del vien- pos de café que cuestan $2.20, $2.30 y $2.60 por libra,
to. Encuentre la velocidad del aeroplano sin viento, para obtener 100 Ib de café que vende a $2.40 por libra.
calcule también la velocidad del viento. Si utiliza la misma cantidad de los dos cafés mas caros,
(cuanto de cada tipo debe utilizar en la mezcla?

35. Comisiones Una compaiiia paga a sus agentes de ven-
tas con base en un porcentaje de los primeros $100,000
en ventas, mas otro porcentaje sobre cualquier cantidad
que rebase esos $100,000. Si un agente recibié $3500 por
ventas de $175,000, y otro recibi6 $14,800 por ventas de
$280,000, encuentre los dos porcentajes.

36. Utilidades anuales En reportes financieros, las utilida-
des de una compaiifa en el afio actual (7") con frecuen-
cia son comparadas con las del afio anterior (L), pero
los valores reales de T'y L no siempre son dados. Este

30. Velocidad de una balsa En un viaje en balsa tomd 3 afio una compaiiia tuvo una utilidad de $20 millones
de hora recorrer 12 millas rio abajo. El viaje de regreso mas que el afio pasado. Las utilidades fueron 25% ma-
tomé 15 horas. Encuentre la velocidad de la balsa con el yores. A partir de estos datos determine 7y L.
agua en calma, y calcule la velocidad de la corriente. 37. Produccién La compaiifa Controles Universales

31. Venta de muebles Un fabricante de comedores pro- fabrica unidades de control. Sus modelos nuevos son
duce dos estilos, Early American y Contemporaneo. Por el Argén Iy el Argon I1. Para fabricar cada unidad de
su experiencia, el administrador ha determinado que Argon I, usan 6 medidores y 3 controladores. Para fa-
pueden venderse 20% mas comedores Early American bricar cada unidad de Argén 11, usan 10 medidores y 8
que Contemporéaneo. En cada venta de un Early Ameri- controladores. La compania recibe un total de 760 me-
can hay una utilidad de $250, mientras que se gana $350 didores y 500 controladores diarios de sus proveedores.
en cada Contemporaneo. Si en el aflo préximo, el admi- (Cudntas unidades de cada modelo puede producir dia-
nistrador desea una ganancia total de $130,000, ;cudntas riamente? Suponga que se utilizan todas las partes.
unidades de cada estilo deben venderse? 38. Inversiones Una persona tiene dos inversiones y el

32. Encuesta A Encuestas Nacionales se le concedié un porcentaje de ganancia por ano en cada una de ellas

contrato para realizar una encuesta de preferencia de
producto para Crispy Crackers. Un total de 250 perso-
nas fueron entrevistadas. Encuestas Nacionales reporté
que a 62.5% mas de las personas les gustaba Crispy

es el mismo. Del total de la cantidad invertida ; de
ella més $600 se invirtieron en una empresa de riesgo,
y al final de un afio la persona recibié un rendimiento
de $384 de esa empresa. Si el rendimiento total después



39.

de un afio fue de $1120, encuentre la cantidad total in-
vertida.

Produccion Una compania produce tres tipos de mue-
bles para patio: sillas, mecedoras y sillones reclinables.
Cada uno requiere de madera, plastico y aluminio, co-
mo se indica en la tabla siguiente. La compaiiia tiene en
existencia 400 unidades de madera, 600 unidades de
plastico y 1500 unidades de aluminio. Para la corrida de
fin de temporada, la compaiiia quiere utilizar todas sus
existencias. Para hacer esto, jcudntas sillas, mecedoras y
sillones debe fabricar?
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tanques de almacenamiento, A y B. El disolvente de
A se bombea a una velocidad de 20 gal/min. El disol-
vente B se bombea a una velocidad de 30 gal/min.
En general, ambas bombas operan al mismo tiempo.
Sin embargo, a causa de un fusible fundido la bomba
en A estuvo sin funcionar 10 minutos. ;Cuédntos ga-
lones de cada tanque de almacenamiento se utiliza-
ran para llenar el tanque del ferrocarril?

Aceite

Madera Plastico Aluminio
Mecedora 1unidad 1unidad 3 unidades
Sillon reclinable 1 unidad 2 unidades 5 unidades % 43. Verifique su respuesta al problema 1 utilizando su
o calculadora gréfica.
40. Inversiones Un total de $35,000 se invirtieron a tres ta- s 44. Verifique su re,SPueSta al problema 11 utilizando su
sas de interés: 7,8 y 9%. El interés en el primer afio fue calculadora gréfica.
de $28§Q, que no se remv.lrtl(). Elsegundo /aﬁo la canti- & 45. Resuelva de manera grafica el sistema.
dad originalmente invertida al 9% devengé un 10%, y
las otras tasas permanecieron iguales. El interés total en B .
el segundo afio fue de $2960. ;Cuanto se invirtié a cada {0.24x 0.34y = 0.04,
tasa? 0.11x + 021y = 0.75.
41. Contratacion de trabajadores Una compaiiia paga a % 46. Resuelva de manera grafica el sistema
sus trabajadores calificados $15 por hora en su departa-
mento de ensamblado. Los trabajadores semicalificados x+ y=2
en ese departamento ganan $9 por hora. A los emplea- {1x NP »
dos de envios se les paga $10 por hora. A causa de un 4 Y 7S
incremento en los pedi(.ios, la compaiiia necesita contra- Redondee los valores de x y y a dos decimales.
tar un total de 70 trabajadores en los departamentos de =~ . .
ensamblado y envios. Pagara un total de $760 por hora 47. Resuelva de manera grafica el sistema

42.

DERSETOY Utilizar la sustitucion
para resolver sistemas de ecua-

a estos empleados. A causa de un contrato con el sindi-
cato, deben emplearse el doble de trabajadores semica-
lificados que de trabajadores calificados. ; Cudntos
trabajadores semicalificados, calificados y empleados de
envios debe contratar la compaiiia?

Almacenamiento de un disolvente Un tanque de ferro-
carril de 10,000 galones se llenard con disolvente de dos

{0.5736)6 — 03420y = 0,
0.8192x + 0.9397y = 20.

Redondee los valores de x y y a un decimal.

4.5 SISTEMAS NO LINEALES

Un sistema de ecuaciones en el que al menos una ecuacion es no lineal se 1la-
ma sistema no lineal. Con frecuencia podemos resolver un sistema no lineal
por sustitucién, como se hizo con los sistemas lineales. Los ejemplos siguientes
lo ilustran.

ciones no lineales.

EJEMPLO 1 Solucion de un sistema no lineal
Resolver
{x2—2x+y—7=O, @
3x—y+1=0. )
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y
3x—y+1=0
(2,7)
xX2-2x+y-7=0
X
(-3,-8)

FIGURA 4.37 Sistema de
ecuaciones no lineales.

Este ejemplo ilustra la necesidad de
verificar todas las “soluciones”.

6
".I
o,
_o—'—'_'__'_
-6 l'l.-i-| 10

Inkersection \-\
n=c L '=e

-2

FIGURA 4.38 Sistema no
lineal del ejemplo 2.

Solucion:

Estrategia: siun sistema no lineal contiene una ecuacion lineal, en general
despejamos una de las variables de la ecuacion lineal y sustituimos esa va-
riable en la otra ecuacion.

Si resolvemos la ecuacion (2) para y se obtiene
y=3x + 1. A3)
Sustituyendo en la ecuacion (1) y simplificando, tenemos
¥ =2x+ Bx+1)—7=0,
X2+x—6=0,
(x +3)(x —2) =0,
x=-3 o x=2

Si x = —3, entonces la ecuacién (3) implica que y = —8;si x = 2, entonces
y = 7. Debe verificar que cada pareja de valores satisfaga el sistema dado. De
aqui que las soluciones seanx = —3,y = —8yx = 2,y = 7.Lasolucion geo-
métrica se presenta en la gréfica del sistema de la figura 4.37. Observe que la
grafica de la ecuacion (1) es una parabola y la de la ecuacién (2) una recta. Las
soluciones corresponden a los puntos de interseccion (—3,—8) y (2,7).
I—— |

EJEMPLO 2 Resolucion de un sistema no lineal

Resolver
{ y=Vx+2,
x+y=4
Solucion: al resolver la segunda ecuacién, que es lineal, para y se obtiene
y=4—nx @)

Sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene

4—x=Vx +2,

16 —8x + x>=x+2 (elevando al cuadrado ambos lados),
x> —=9x +14=0,
(x —2)(x —=7) =0.

Por tanto, x = 2 o x = 7. De la ecuacién (4), si x = 2, entonces y = 2; si
x = 7, entonces y = —3. Puesto que realizamos la operacion de elevar al
cuadrado en ambos miembros, debemos verificar nuestros resultados. Mien-
tras que la parejax = 2y y = 2 satisface ambas ecuaciones originales, éste
no es el caso para x = 7y y = —3. Por tanto, la solucibnes x = 2,y = 2
(véase la fig. 4.38).
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Inkterseckion
HW=l.B4EPELE: =X

-2

FIGURA 4.39 Solucion de
0.5x> + x = 3.

Resolver grdficamente la ecuacion 0.5x*> + x = 3, don-
de x = 0.

Solucion: para resolver la ecuacion, podriamos en-
contrar los ceros de la funcién f(x) = 0.5x> + x — 3.
De manera alterna, podemos pensar en este problema
como la solucién del sistema no lineal

= G S
y = 3.

En la figura 4.39, se estima que el punto de interseccion
esx = 1.65, y = 3.Observe que la graficadey = 3es
una recta horizontal. La solucion de la ecuacion dada
esx = 1.65.

QN Ejercicio 4.5

En los problemas del 1 al 14 resuelva el sistema no lineal dado.

=4 — yx? 3
I SO NS I s
3x +y=0 x—y=20
_ 2 2 =
5.{36 v 6{ PP =q=0,
y = x° 3g —2p—1=0
0 {pI\/, 10 {224/w,
lp=4 S l3z=2w+2
2
X
= +1
B {x=y+6, ” YTy ’
Cly=3Vx+ 4 y = 1
x—1

2 =5 — 2 2 =98
3. {p q 4.{y x ,
p=gq+1 x— y =14,
=4x —x*+38 21—y =8
7 {y - P +S 8.{36 y =8
y = x"— 2x. y — x> =0.
2=y +13 2y —2xy =1
1. {x o 12. {x oy
y=x"—15. 3x —y=>5.

15. Decoracion La forma de una serpentina suspendi-
da por encima de una pista de baile, puede describirse
por medio de la funcién y = 0.01x* + 0.01x + 7,
en donde y es la altura de la serpentina (en pies) por
encima del piso, y x es la distancia horizontal (en pies)
desde el centro del salén. Una cuerda descrita por medio
de la funcién y = 0.01x + 8.0,y que sujeta otra deco-
racion toca a la serpentina.  En donde toca la cuerda a
la serpentina?

16. Marquesina La forma de una marquesina decorativa
sobre una fachada puede describirse por medio de la
funcién y = 0.06x> + 0.012x + 8,en donde y es la al-
tura del borde de la marquesina (en pies) por encima
de la acera, y x es la distancia (en pies) medida desde el
centro del portal de la tienda. Un vandalo mete un palo
a través de la marquesina, perforando en dos lugares.
La posicion del palo puede describirse por medio de la
funcién y = 0.912x + 5. (En qué parte de la marquesi-
na estan los agujeros que hizo el vandalo?

e . e ., .
“ 17. Determine de manera gréfica, el nimero de solucio-
nes que tiene el sistema

y =

y

| =

= =

ki

-4,

% 18. Resuelva en forma grafica el sistema

{y
y=6—x*

=2,

con un decimal de precision.
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19, Resuelva en forma grifica el sistema % 20. Resuelva en forma grafica el sistema

{yzﬁ—@x+L
y=x*+x>—2x+3

con un decimal de precision.

{y=x3—x,
y = 4x

con un decimal de precision.

En los problemas del 21 al 23 resuelva grificamente la ecuacion tratandola como un sistema. Redondee las respuestas a dos decimales.

21. 0.8x* + 2x = 6,donde x = 0.

23, * —3x>=x — 8.

ORIV Resolver sistemas
que describen situaciones de
equilibrio y puntos de equilibrio.

22. Vx+2=5—x

4.6  APLICACIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Equilibrio
Recuerde de la seccién 4.2 que una ecuacién que relaciona el precio por uni-

dad y la cantidad demandada (suministrada), se llama ecuacién de demanda
(ecuacién de oferta). Suponga que para un producto Z la ecuacién de deman-

daes

1
P= 109 T 12 @
y la ecuacion de oferta es
1
P= 3009 T8 (0]

donde ¢, p = 0. Las correspondientes curvas de demanda y oferta son las li-
neas de las figuras 4.40 y 4.41, respectivamente. Al analizar la figura 4.40, ve-
mos que los clientes compraran 540 unidades por semana cuando el precio sea
de $9 por unidad, 1080 unidades cuando el precio sea $6 y asi sucesivamente.
La figura 4.41 muestra que cuando el precio es de $9 por unidad, los productores
colocaran 300 unidades por semana en el mercado, a $10 colocaran 600 unida-
des, y asi sucesivamente.

4 P
121
(600, 10)
8 8 8F (3009
K K
Ne) O
s} a
= = 41
| | | q | | |
500 1000 1500 500 1000 1500
(Unidades/semana) (Unidades/semana)
Ecuacién de demanda: p= — ;G + 1 Ecuacion de oferta: p=3;q + 8
FIGURA 4.40 Curva de demanda. FIGURA 4.41 Curva de oferta.

Cuando las curvas de demanda y oferta de un producto se representan en el
mismo plano de coordenadas, el punto (m, n) en donde las curvas se intersecan
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se llama punto de equilibrio (véase la fig. 4.42). El precio, n, llamado precio de
equilibrio, es el precio al que los consumidores comprarédn la misma cantidad
de un producto, que los productores ofrezcan a ese precio. En resumen, n es el
precio en que se da una estabilidad entre productor y consumidor. La cantidad
m se llama cantidad de equilibrio.

p Curva de oferta

(m, n) Punto de equilibrio

Curva de demanda

Precio de equilibrio = n

m
Cantidad de equilibrio = m

FIGURA 4.42 Equilibrio.

Para determinar con precision el punto de equilibrio, resolvemos el siste-
ma formado por las ecuaciones de oferta y demanda. Hagamos esto para los
datos anteriores, es decir, el sistema

=_1 etacién de demand
P = 1804 + 12 (ecuacion de demanda),
p= ;Wq + 8 (ecuacion de oferta).

. 1 .
Sustituyendo p por —— g + 8 en la ecuaciéon de demanda, obtenemos

300

1 1
i+ 8=-—qg+12
300 7 180 ¢ :

1 1
(300+180>q_4’

g = 450  (cantidad de equilibrio).

Por tanto,
= L(450) + 8
P 300"
= 9.50 (precio de equilibrio),

y el punto de equilibrio es (450, 9.50). Por tanto, al precio de $9.50 por unidad,
los fabricantes producirian exactamente la cantidad (450) de unidades por
semana que los consumidores comprarian a ese precio (véase la fig. 4.43).
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p
pP= 75q9+8
12
Precio de
equilibrio
AUIRO 9 50} ---3 (450, 9.50) Punto de equilibrio
8

p=— msq+12

I

I

I

I

I

I

I

I

I

]

|

| 1 q
450 1000

Cantidad de equilibrio

FIGURA 4.43 Equilibrio.

EJEMPLO 1 Efecto de los impuestos sobre el equilibrio

Sea p = 1559 + 50 la ecuacion de oferta para el producto de un fabricante y
suponga que la ecuacion de demanda es p = — 1559 + 65.

a. Si se cobra al fabricante un impuesto de $1.50 por unidad, ;como se afectard
el precio de equilibrio original si la demanda permanece igual?

Solucion: antes del impuesto, el precio de equilibrio se obtiene resolvien-
do el sistema

_ 8
P = 1004 + 50,
__ 1
P="1004 + 65.
Por sustitucion,
7 8
——q +65=—¢g + 50
1007 1007 "%
15
15 = ]}ijq’
100 = ¢,
y
= i(100) + 50 = 58
TN o

Por tanto, $58 es el precio de equilibrio original. Antes del impuesto el fa-
bricante ofrecia ¢ unidades a un precio de p = 1559 + 50 por unidad.
Después del impuesto vendera las mismas ¢ unidades con el $1.50 adicio-
nal por unidad. El precio por unidad sera (135 + 50) + 1.50, de modo
que la nueva ecuacion de oferta es

8
q + 51.50.

P~ 00
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La resolucion del sistema

p =g+ 51.50,

100
p=—15g4 + 65
daré el nuevo precio de equilibrio:
%q + 51.50 = —ﬁq + 65,
%q = 13.50,
g =90,

8
p = 1gg (90) + 51.50 = 58.70.

El impuesto de $1.50 por unidad increment6 el precio de equilibrio en
$0.70 (véase la fig. 4.44). Observe que también existe una disminucion en la
cantidad de equilibrio,de ¢ = 100 a ¢ = 90, a causa del cambio en el pre-
cio de equilibrio (en los ejercicios se le pide que determine el efecto de un
subsidio dado al fabricante, lo cual reducira el precio del producto).

70

Curva de oferta después del impuesto
Curva de oferta antes del impuesto

2, Curva de demanda

I I
100 200 9

FIGURA 4.44 Equilibrio antes y después del
impuesto.

b. Determinar el ingreso total obtenido por el fabricante en el punto de equili-

brio antes y después del impuesto.

Solucion: sise venden g unidades de un producto a un precio de p dolares
cada una, entonces el ingreso total estd dado por

YTR = P9
Antes del impuesto, el ingreso en (100, 58) es (en ddlares)

yrr = (58)(100) = 5800.
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Después del impuesto es

yrr = (58.70)(90) = 5283,

que es una disminucion.

EJEMPLO 2 Equilibrio con demanda no lineal

Encontrar el punto de equilibrio si las ecuaciones de oferta y demanda de un

8000
T+ 10yp=

40

Solucion: aqui la ecuacion de demanda no es lineal. Al resolver el sistema

producto son p =

, respectivamente.

q

__ 8000
P="q

por sustitucion se obtiene

8000 ¢

g 40 + 10,
320,000 = g*> + 400q (multiplicando ambos miembros por 40q),
q* + 400g — 320,000 = 0,
(¢ + 800)(¢q — 400) = 0,
qg = —800 o ¢ = 400.

Descartamos g = —800, ya que g representa una cantidad. Eligiendo ¢ = 400,

tenemos p = (8000/400) = 20,de modo que el punto de equilibrio es (400,20).
(Véase la fig. 4.45.)

Demanda
_ 8000
P="74

(400, 20)
20

10

I I I I 1 I
80 160 240 320 400

FIGURA 4.45 Equilibrio con demanda no lineal.

Puntos de equilibrio

Suponga que un fabricante produce un producto A y lo vende a $8 por unidad.
Entonces, el ingreso total yry recibido (en dolares) de la venta de ¢ unidades es

yir = 8¢ (ingreso total).
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La diferencia entre el ingreso total recibido por ¢ unidades y el costo total de
q unidades, es la utilidad del fabricante (o pérdida si es negativa):

utilidad (o pérdida) = ingreso total — costo total.

El costo total, yg, es la suma de los costos totales variables yy, y los costos
totales fijos ygc.

Yrc = yve T Yre

Los costos fijos son aquellos costos que bajo condiciones normales no depen-
den del nivel de produccidn; esto es, en algin periodo permanecen constantes
en todos los niveles de produccion (ejemplos son renta, salario de los oficinistas
y mantenimiento normal). Los costos variables son los que varian con el nivel
de produccion (como el costo de materiales, salarios, mantenimiento debido al
uso y desgaste, etc.). Suponga que, para ¢ unidades de producto A,

yrc = 5000 (costo fijo)
22
Yy Yve = g9 (costo variable).
Entonces
22
yre = 94 =+ 5000 (costo total).

Las graficas del costo total y del ingreso total aparecen en la figura 4.46. E1
eje horizontal representa el nivel de produccion, g, y el eje vertical representa
el valor total, en ddlares, del ingreso o del costo. El punto de equilibrio es el
punto en que el ingreso total es igual al costo total (TR = TC); ocurre cuando
los niveles de produccion y de ventas tienen como resultado cero pérdidas y
cero utilidades. En el diagrama, llamado diagrama del punto de equilibrio, esta
el punto (m, n), en el que las gréficas de yrg = 89y yre = %¢ + 5000 se in-
tersecan. Llamamos a m la cantidad de equilibrio y a n el ingreso de equilibrio.
Cuando el costo total y el ingreso total estdn relacionados de manera lineal
con la produccion, como es nuestro caso, para cualquier nivel de produccion
mayor que m, el ingreso total es mayor que el costo total, lo que trae como re-
sultado una utilidad. Sin embargo, en cualquier nivel menor de m unidades, el
ingreso total es menor que el costo total, lo que trae como resultado una
pérdida. Para una produccion de m unidades la utilidad es cero. En el ejemplo
siguiente examinaremos nuestros datos con mayor detalle.

y (Ingreso, costos

en dédlares) Punto de equilibrio
Yre = 2q+ 5000
(m, n)
5000
Yir=8q
| |
500 1000 q

FIGURA 4.46 Diagrama de equilibrio.
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8000

Costo tow

A) total

"

_‘__t'

0

FIGURA 4.47 Punto de
equilibrio (900, 7200).

1000

EJEMPLO 3 Punto de equilibrio, utilidad y pérdida.

Un fabricante vende un producto a $8 por unidad, y vende todo lo que produce.
El costo fijo es de $5000 y el variable por unidad es de % (délares).

a. Encontrar la produccion y el ingreso total en el punto de equilibrio.

Solucion: a un nivel de produccién de g unidades, el costo variable es
yve = 2qy el ingreso total es yrr = 8¢. De aqui que

yr = 8¢,

22
Yrc = Yve T Yre = gq + 5000.

En el punto de equilibrio, el ingreso total es igual al costo total. Ahora re-
solvemos el sistema formado por las ecuaciones anteriores. Como
YR = Y10

Tenemos

22
8q = 94 + 5000,

50
2 = 5000
94 :

q = 900.

Asi que la produccion deseada es de 900 unidades, lo que resulta en un in-
greso total (en ddlares) de

yrr = 8(900) = 7200.

(Véase la fig. 4.47.)

. Encontrar la utilidad cuando se producen 1800 unidades.

Solucion: ya que utilidad = ingreso total — costo total, cuando g = 1800
tenemos

22
YR — Yrc = 8(1800) — |:9(1800) + 5000}
= 5000.

La utilidad cuando se producen y venden 1800 unidades es de $5000.

. Encontrar la pérdida cuando se producen 450 unidades.

Solucion: cuando g = 450,
22
yrr — Ytc = 8(450) — [9(450) + 5000} = —2500.

Ocurre una pérdida de $2500 cuando el nivel de produccién es de 450
unidades.

d. Encontrar la produccion requerida para obtener una utilidad de $10,000.



y
Yic =2g+ 1200
3000
2000 <— Puntos
de equilibrio
B Vrn = 100/g°
L 1
400 900

FIGURA 4.48 Dos puntos de

equilibrio.
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Solucion: para obtener una utilidad de $10,000 tenemos

utilidad = ingreso total — costo total,

22
10,000 = 8¢ — <q + 5000),

9
50
15,000 = ~q,
9
q = 2700.

Asi, deben producirse 2700 unidades.

EJEMPLO 4 Cantidad de equilibrio

Determinar la cantidad de equilibrio de Fabricaciones XYZ dada la informa-
cion siguiente: costo fijo total, $1200; costo variable por unidad, $2; ingreso total
por la venta de q unidades, yrg = 100Vq.

Solucion: por q unidades de produccion,

yrr = 100V,
Yre = 2q + 1200.

Igualando el ingreso total al costo total se obtiene
100Vq = 2q + 1200,
50Vq = q + 600 (dividiendo ambos lados entre 2).
Elevando al cuadrado ambos miembros, tenemos
2500 = g* + 1200g + (600)?,
0 = ¢* — 1300g + 360,000.

Por medio de la formula cuadratica,

1300 +V250,000
q = b
2

1300 500
2 b
g =400 o g = 900.

Aunque tanto g = 400, como g = 900 son cantidades de equilibrio, observe
en la figura 4.48 que cuando g > 900, el costo total es mayor que el ingreso to-
tal,de modo que siempre se tendréd una pérdida. Esto ocurre porque aqui el in-
greso total no estd relacionado linealmente con la produccion. Por tanto,
producir mas de la cantidad de equilibrio no necesariamente garantiza una
utilidad.
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Ejercicio 4.6

En los problemas del 1 al 8 se le da una ecuacion de oferta y una de demanda para un producto. Si p representa el precio por
unidad en dolares y q el niimero de unidades por unidad de tiempo, encuentre el punto de equilibrio. En los problemas 1y 2,
plantee el sistema.

1. Oferta: p = 135q + 2, 2. Oferta: p = 5559 + 3,
Demanda: p = — q059 + 12. Demanda: p = — 55 + £
3. Oferta:35¢ — 2p + 250 = 0, 4. Oferta:246p — 3.25q — 2460 = 0,
Demanda: 65¢ + p — 537.5 = 0. Demanda: 410p + 3q — 14,4525 = 0.
5. Oferta: p = 2¢g + 20, 6. Oferta:p = (q + 10)%
Demanda: p = 200 — 24°. Demanda: p = 388 — 16g — ¢*
7. Oferta: p = Vq + 10, 8. Ofertaip =g + 7,
Demanda: p = 20 — q. Demanda: p = q3-2|-430'

En los problemas del 9 al 14 y i representa el ingreso total en délares y y ¢ el costo total en délares para un fabricante. Si q repre-
senta tanto el niimero de unidades producidas como el niimero de unidades vendidas, encuentre la cantidad de equilibrio. Esque-
matice un diagrama de equilibrio en los problemas 9 y 10.

9. YR — Bq’ 10. YR — 14q’ 11. YR — OOSq,
yre = 2g + 4500. yre = g + 1200. yre = 0.85¢ + 600.
1000
12. yr = 0.25¢, 13. yrg = 100 — ﬁ, 14. yrr = 0.1¢> + 7q,
yre = 0.16g + 360. yre = q + 35. yre = 2q + 500.

15,

16,

17

B

Negocios Las ecuaciones de oferta y demanda para
cierto producto son

3g — 200p + 1800 = 0

3¢ + 100p — 1800 = 0,

respectivamente, donde p representa el precio por uni-
dad en ddlares y g el numero de unidades vendidas por
periodo.

a. Encuentre algebraicamente el precio de equilibrio y
dedtizcalo por medio de una gréfica.

b. Encuentre el precio de equilibrio cuando se fija un
impuesto de 27 centavos por unidad al proveedor.

Negocios Un fabricante vende todo lo que produce.
Su ingreso total esta dado por yrg = 7q y el costo total
es yrc = 6g + 800, donde g representa el nimero de
unidades producidas y vendidas.

a. Encuentre el nivel de produccion en el punto de
equilibrio y dibuje el diagrama de equilibrio.

b. Encuentre el nivel de produccién en el punto de
equilibrio, si el costo total se incrementa en 5%.

Negocios Un fabricante vende un producto a $8.35

por unidad, y vende todo lo que produce. Los costos fi-
jos son de $2116 y el costo variable es de $7.20 por uni-
dad. ;A qué nivel de produccidn existiran utilidades de

18.

20.

. Negocios

$4600? ; A qué nivel de produccién habra una pérdida
de $1150? ; A qué nivel de produccién ocurre el punto
de equilibrio?

Negocios El punto de equilibrio de mercado para un

producto ocurre cuando se producen 13,500 unidades a
un precio de $4.50 por unidad. El productor no proveera
unidades a $1 y el consumidor no demandara unidades
a $20. Encuentre las ecuaciones de oferta y demanda si
ambas son lineales.

Un fabricante de juguetes para nifios alcan-
zara el punto de equilibrio en un volumen de ventas de
$200,000. Los costos fijos son de $40,000 y cada unidad
de produccion se vende a $5. Determine el costo varia-
ble por unidad.

Negocios La compafiia Sandalias Cémodas fabrica
sandalias para las que el costo del material es de $0.80
por par,y el costo de mano de obra es de $0.90 por par.
Hay costos adicionales por par de $0.30. Los costos fijos
son de $70,000. Si cada par se vende a $2.50, ;cuantos
pares se deben vender para que la compania llegue al
equilibrio?




21.

22.

23.

24.

Negocios Encuentre el punto de equilibrio para la
compaiiia Z, que vende todo lo que produce, si el costo
variable por unidad es de $2, los costos fijos de $1050
y yrr = 50Vq, donde ¢ es el nimero de unidades pro-
ducidas.

Negocios Una compaiiia determind que la ecuacion
de demanda para su producto es p = 1000/q, donde p
es el precio por unidad para ¢ unidades en algin perio-
do. Determine la cantidad demandada cuando el precio
por unidad es (a)$4, (b)$2 y (¢)$0.50. Para cada uno de
estos precios calcule el ingreso total que la compania
recibird. ;Cuadl serd el ingreso sin importar el precio?
(Sugerencia: encuentre el ingreso cuando el precio es p
dolares.)

Negocios Utilizando los datos del ejemplo 1, determi-
ne cémo se afectard el precio de equilibrio original, si la
compaifia recibe un subsidio del gobierno de $1.50 por
unidad.

Negocios La compaiiia Aceros Forjados vende un pro-
ducto de acero corrugado a Fabricaciones Modelo, y
compite para hacer estas ventas con otros proveedores.
El vicepresidente de ventas de Aceros Forjados cree
que reduciendo el precio del producto, se podria asegu-
rar un 40% de incremento en el volumen de unidades
vendidas a Fabricaciones Modelo. Como administrador
del departamento de costos y andlisis, a usted se le ha
consultado para que analice la propuesta del vicepre-
sidente, y exponga sus recomendaciones de si ésta es
financieramente benéfica. Se le pide que determine
especificamente:

a. Ganancia o pérdida neta con base en el precio pro-
puesto.

b. Volumen de ventas de unidades que, bajo el precio
propuesto, se requieren para obtener las mismas uti-
lidades de $40,000 que se reciben con el precio y vo-
lumen de ventas actuales.

Utilice la siguiente informacién en su anélisis:

Propuesta del

Operaciones vicepresidente
actuales de ventas
Precio unitario $2.50 $2.00
Volumen de ventas 200,000 280,000
unidades unidades
Costo variable
Total $350,000 $490,000
Por unidad $1.75 $1.75
Costo fojo $110,000 $110,000
Ganancia $40,000 ?
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25.

26.

27.
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Negocios Suponga que los productos A y B tienen
ecuaciones de demanda y oferta que estdn relacionadas
una con otra. Si g, y g son las cantidades producidas

y vendidas de A y B, respectivamente,y p y pg Sus res-
pectivos precios, las ecuaciones de demanda son

drn =8 — pa + pi

gs = 26 + px — pg,

y las ecuaciones de oferta son

Gan = =2+ 5ps — p&

gp = —4 — pa t+ 3pp.
Elimine g, y g para obtener los precios de equilibrio.

Negocios La ecuacion de oferta para un producto es

p = 03q*> + 14.6,

y la ecuacion de demanda es

352

P = 1% 03q

Aqui p representa el precio por unidad en ddlares,y g
el numero de unidades (en miles) por unidad de tiem-
po. Grafique ambas ecuaciones y a partir de su gréfica
determine el precio y la cantidad de equilibrio a un
decimal.

Negocios
total es

Para un fabricante la ecuacién de ingreso

yr = 20.5Vq + 4 — 41

y la ecuacién de costo total es

yre = 0.02¢° + 10.4,

donde q representa (en miles) tanto el nimero de unida-
des producidas como el de unidades vendidas. Grafique
un diagrama de equilibrio y encuentre la cantidad de
equilibrio.
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P @.7,"REPASO

Términos y simbolos importantes

Seccion 4.1 pendiente de una recta

ecuacion lineal generalen xy y

ecuacién de demanda
ecuacion lineal

Seccion 4.2

Seccion 4.3 funcién cuadratica pardbola

sistema de ecuaciones
sustitucion pardmetro

Seccion 4.4

Seccion 4.5 sistema no lineal

Seccion 4.6 punto de equilibrio

costo fijo costo variable

Resumen

forma punto-pendiente
relacion lineal

curva de demanda

eje de simetria

sistemas equivalentes
ecuacion lineal generalen x,y y z

precio de equilibrio
punto de equilibrio

forma pendiente-ordenada al origen

ecuacion de oferta curva de oferta

vértice

eliminacién por adicién eliminacién por

cantidad de equilibrio
cantidad de equilibrio

ganancia costo total
ingreso de equilibrio

La orientacién de una recta no vertical esta caracteri-
zada por su pendiente y la recta estd dada por
_ N nh
m=——-,
X2 T X

donde (xy, y;) y (x,.y,) son dos puntos diferentes sobre
la recta. La pendiente de una recta vertical no esta defi-
nida, y la pendiente de una recta horizontal es cero.
Rectas que ascienden tienen pendiente positiva; rectas
que descienden tienen pendiente negativa. Dos rec-
tas son paralelas siy solo si tienen la misma pendiente o
son verticales. Dos rectas con pendientes m; y m, son
perpendiculares entre si, siy sélo sim; = — %2 Unarec-
ta horizontal y una vertical son perpendiculares entre si.

Formas basicas de las ecuaciones de rectas son las
siguientes:

y —y» = m(x — x;) (forma punto-
pendiente)
y=mx + b (forma pendiente-

ordenada al origen)
X =a (recta vertical)
y=b»b

Ax + By + C =0

(recta horizontal)

(general)
La funcién lineal f(x) = ax + b (a # 0),tiene como
gréfica una linea recta.

En economia, las funciones de oferta y demanda
tienen la forma p = f(gq) y desempefian un papel im-

Problemas de repaso

portante. Cada una da una correspondencia entre el

precio p de un producto, y el nimero de unidades g del

producto que los fabricantes (o consumidores) ofrece-

ran (o compraran) a ese precio durante algtn periodo.
Una funcién cuadrética tiene la forma

f(x) =ax* +bx +c (a#D0).

Su grafica es una pardbola que se abre hacia arriba si
a > 0y hacia abajo sia < 0. El vértice es

b b
a= o fa 2 bb,
y c es la interseccion y. El eje de simetria, asi como las
intersecciones x y y son ttiles para hacer el bosquejo
de la grafica.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolver-
se con los métodos de eliminacién por adicion y elimi-
nacion por sustitucion. Una solucién puede incluir uno
0 mas parametros. La sustitucion también es util en la
solucidn de sistemas no lineales.

La solucion de un sistema formado por las ecua-
ciones de oferta y demanda para un producto, da el
punto de equilibrio, que indica el precio al que los
clientes compraran la misma cantidad de un producto
que los productores desean vender a ese precio.

Las utilidades son el ingreso total menos el costo
total, donde el costo total es la suma de los costos fijos
y los costos variables. El punto de equilibrio es el pun-
to en donde el ingreso total iguala al costo total.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugiere utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

1. La pendiente de la recta que pasa por (2,5) y (3, k) es 4.
Encuentre k.

2. La pendiente de la recta que pasa por (2,3) y (k,3) es 0.
Encuentre k.

En los problemas del 3 al 9 determine la forma pendiente-ordenada al origen y una forma general de una ecuacion de la recta

que tiene las propiedades indicadas.

3. Pasa por (3, —2) y tiene interseccion y igual a 1.

4. Pasapor (—1,—1) yesparalelaalarectay = 3x — 4.



5. Pasa por (10,4) y tiene pendiente 3.
7. Pasa por (—2, 4) y es horizontal.

9. Tiene interseccion y igual a 2 y es perpendicular a y + 3x = 2.
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6. Pasapor (3,5)y es vertical.

8. Pasapor (1,2) y es perpendicular a la recta
—3y +5x=17.

10. Determine si el punto (0, —7) pertenece a la recta que pasa por (1, —3) y (4,9).

En los problemas del 11 al 16 determine si las rectas son paralelas, perpendiculares o ninguna de éstas.

1. x +4y +2=0, 8& — 2y —2=0.
13. x —3=2(y +4), y=4x + 2.
15. y = ix + 5, 2x =4y — 3.

12. y—2=2(x—1), 2x +4y —3=0.
14. 3x + 5y +4 =0, 6x + 10y = 0.

16. y=7x, y=1.

En los problemas del 17 al 20 escriba cada recta en la forma pendiente-ordenada al origen y haga un bosquejo de su grifica. ;Cudal

es la pendiente de la recta?

17. 3x — 2y = 4. 18. x =3y + 4.

19. 4 =3y =0. 20. y = 2x.

En los problemas del 21 al 30 grafique cada funcion. Para las que sean funciones lineales, también obtenga la pendiente y la inter-
seccion con el eje vertical. Para las cuadrdticas obtenga todas las intersecciones y el vértice.

2. y = f(x) =4 — 2x.
23. y = f(x) =9 — x%

22. s=g(t)=8—2t — 1.
24, y=f(x)=3x—1.

(
25. y =h(t) = 1> — 4 — 5. 26. y=h(t) =1+ 3t
27. p = g(t) = 3t. 28. y=F(x) = (2x — 1)
29 y = F(x) = —(x* + 2x + 3). 30. y=f(x)=§—2.
En los problemas del 31 al 44 resuelva el sistema dado.
2x — y = 8x —4y =17 4x + 5y =3
31.{x y =6 32.{" Yo 33.{x yo
3x + 2y =5. y=2x —4 3x +4y =2
13,y o1, 1
b6y =0 4t 2 ’ 3T
x y: 9
34.{ _ 35. 13 1 36. |4 5
4x+8y—12. Zx+§y—8 §x+3y—§.
2y + x
+ = 14
3x =2y +z=-2, * 6 ' 2,4 ox =7
3 {2+ y+z= 1, A N 39 {x2+y_5x :
x+3y—z= 3. 4 ) X y :
18
y = , x+y+z=0,
x+4 4+ 27, = —2
40. 81, {x+ Z+ = 2. {x—y+z=0,
x—y+7=0 xrTyTz : x+z=0.
y— z=0, s 2x — Sy + 6z =1,

{

84.{x_
2x — 2y + 3z =0.

4x — 10y + 12z =

45. Suponga que a y b estan relacionadas de manera lineal,
de modo que a = 1 cuando b = 2,ya = 2 cuando

b = 1. Encuentre una forma lineal general de una
ecuacion que relacione a y b. También encuentre a
cuando b = 3.

Temperatura y frecuencia cardiaca Cuando la tempe-
ratura 7 (en grados Celsius) de un gato se reduce, la
frecuencia cardiaca del gato r (en latidos por minuto)
disminuye. Bajo condiciones de laboratorio, un gato a
una temperatura de 37°C tuvo una frecuencia cardiaca

46.

8Se refiere a los conceptos vistos en los ejemplos 6y 7 de la seccion 4.4.

de 220,y a una temperatura de 32°C su frecuencia car-
diaca fue de 150. Si r estd relacionada linealmente con
T,en donde T estd entre 26 y 38°C, (a) determine una
ecuacién para r en términos de 7,y (b) determine la
frecuencia cardiaca a una temperatura de 28 °C.
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47. Suponga que fes una funcion lineal tal que f(1) = 5,y

48

49.

50

51.

52

54

.

f(x) disminuye 4 unidades por cada incremento de 3
unidades en x. Encuentre f(x).

Si fes una funcioén lineal tal que f(—1) = 8y f(2) = 5,
encuentre f(x).

Ingreso maximo La funcién de demanda para el fabri-
cante de un producto es p = f(g) = 200 — 2q, donde
p es el precio (en ddlares) por unidad cuando se de-
mandan g unidades. Determine el nivel de produccion
que maximiza el ingreso total del fabricante y calcule
este ingreso.

Impuesto sobre ventas La diferencia en el precio de
dos articulos antes de que un impuesto sobre la venta
de 5% se les imponga es de $4. La diferencia en el pre-
cio después del impuesto es de $4.20. Encuentre el
precio de cada articulo antes del impuesto.

Precio de equilibrio Si las ecuaciones de oferta y de-
manda de cierto producto son 125p — ¢ — 250 = 0y
100p + g — 1100 = 0, respectivamente, encuentre el
precio de equilibrio.

Psicologia En psicologia el término memoria semdnti-
ca se refiere al conocimiento del significado y la rela-
cién de las palabras, asi como al significado con el que
almacenamos y recuperamos tal informacién.” En un
modelo de red de memoria semdntica, hay una jerarquia
de niveles en los que se almacena la informacion. En un
experimento de Collins y Quillian basado en un modelo
de red, los datos se obtuvieron sobre el tiempo de reac-
cién para responder a preguntas sencillas acerca de sus-
tantivos. La grafica de los resultados muestra que en
promedio, el tiempo de reacciéon R (en milisegundos) es
una funcién lineal del nivel L en el que una propiedad
caracteristica del sustantivo es almacenada. En el nivel
0 el tiempo de reaccion es de 1310; en el nivel 2 el tiempo
de reaccion es de 1460. (a) Encuentre la funcién lineal.
(b) Encuentre el tiempo de reaccion en el nivel 1. (¢)
Encuentre la pendiente y determine su significado.

. Punto de equilibrio Un fabricante de cierto producto

vende todo lo que produce. Determine el punto de
equilibrio, si el producto se vende en $16 por unidad, el
costo fijo es $10,000 y el costo variable esta dado por
yve = 8¢, en donde g es el niimero de unidades produ-
cidas (yyc se expresa en dblares).

Conversion de temperatura La temperatura Celsius,
C, es una funcion lineal de la temperatura Fahrenheit, F.
Utilice el hecho de que 32 °F es lo mismo que 0°C y que
212°F es lo mismo que 100 °C para hallar esta funcion.
También encuentre C cuando F = 50.

°G. R. Loftus y E. F. Loftus, Human Memory: The Processing of
Information (Nueva York: Laurence Erlbaum Associates, Inc., distri-
buido por Halsted Press, Division de John Wiley and Sons, Inc., 1976).

Capitulo 4 = Rectas, parabolas y sistemas de ecuaciones

55. Contaminacién En una provincia de una nacién
desarrollada, la contaminacion del agua se analiza
utilizando un modelo de oferta-demanda. La ecuacion

0.0042

de oferta ambiental L = 0.0183 — describe el

gravamen por tonelada, L (en délares), como una
funcién de la contaminacion total, p (en toneladas
por kilémetro cuadrado), para p = 0.2295. La ecua-

cion de demanda ambiental, L. = 0.0005 + 0'0378,
p

describe el costo por tonelada de disminucién, como
una funcién de la contaminacion total para p > 0.
Determine el nivel de equilibrio de la contaminacién
total a dos decimales.'”

% 56. 56. Resuelva en forma gréfica el sistema lineal

{3x + 4y = 20,
7x + S5y = 64.

= 57. Por medio de una grafica, resuelva el sistema lineal

{O.Zx + 03y =17,
03x + 0.5y = 4.

Redondee x y y a dos decimales.

~ 58. Mediante una grafica, resuelva el sistema no lineal
2
y = —,donde x > 0,
X

y=x>—6.

Redondee x y y a dos decimales.

59. Resuelva graficamente el sistema no lineal

{y=x3+1,
y=2—x%

Redondee x y y a dos decimales.

60. Resuelva en forma grafica la ecuacion

x>+ 4=x>—3x

tratandola como un sistema. Redondee x a dos
decimales.

0y éase Hua Wang y David Wheeler, “Pricing Industrial Pollution in
China: An Economic Analysis of the Levy System”, World Bank
Policy Research Working Paper #1644, septiembre de 1996.



Aplicacion practica
Planes de cobro en telefonia
celular

lanes de cobro en telefonia celular. En décadas re-
cientes, los cambios en la tecnologia y la ley han
transformado la industria de la comunicacion. Algu-
nos de los cambios han tenidos sus pros y sus contras.
Por ejemplo, considere el problema de elegir un plan
de telefonia celular. En la mayoria de las areas urbanas,
los usuarios de teléfonos celulares, literalmente tienen
docenas de planes para elegir. Los planes incluyen ta-
rifas de accesos mensuales, minutos libres, cobros por
tiempo aire adicional, tarifas por roaming regional, ta-
rifa por roaming nacional, tarifas por horas pico y ho-
ras no pico, y tarifas por larga distancia (sin mencionar
costos por activacion, gastos por cancelacion y cosas
por el estilo). Dados todos estos factores, ;como pue-
de un consumidor hacer una eleccion inteligente?
Aunque encontramos que la mejor eleccion garan-
tizada requiere de un arduo trabajo, realizar una elec-
cién razonable sélo requiere de pocas matemaéticas.
Considere los planes ofrecidos por una sola compaiiia
de telecomunicaciones, denominada Compaiiia XY&Z,
y suponga que la mayor parte de las llamadas son loca-
les, hechas (o recibidas) en la ciudad durante las horas
pico. En otras palabras, ignoraremos las cuotas por
roaming, tasas en horas no pico y tarifas de larga dis-
tancia. En diciembre de 2000, esta compafia ofrecid
los planes siguientes:

Basico: $19.99 mensual compra 60 minutos. El tiempo
adicional cuesta $0.40 por minuto.

Advantage I: $29.99 mensual compra 120 minutos. El
tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Advantage II: $39.99 mensual compra 200 minutos. El
tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Advantage TIT: $49.99 mensual compra 400 minutos.
El tiempo adicional cuesta $0.30 por minuto.

Premier: $59.99 mensual compra 450 minutos. El tiem-
po adicional cuesta $0.35 por minuto.

Para representar en forma matematica estos planes,
tenemos que escribir el costo mensual total como una
funcién del tiempo para cada plan. Para el plan Bésico,
el costo mensual, B, dependera del nimero total de
llamadas de acuerdo con la funciéon

B(1) = {19.99 sit = 60,
19.99 + 0.40(t — 60) sit > 60.
De manera similar, representamos los tres planes Ad-

vantage con Al, A2 y A3, respectivamente, y el plan
Premier por P, asi, tenemos estas funciones:

29.99 si t = 120,
29.99 + 0.30(r — 120) si ¢ > 120.

sit = 200,

39.99 + 0.30(¢ — 200) si ¢ > 200.

49.99 si t = 400,
49.99 + 0.30(¢r — 400) si ¢ > 400.

0=
0= {2
0=

P() = {59.99 si = 450,
59.99 + 0.35(t — 450) si t > 450.

Con toda esta vasta informacion, es recomendable
construir una grafica para tener una perspectiva gene-
ral del problema. Podriamos realizar esto en forma
manual, pero aqui estd una buena oportunidad para
utilizar la capacidad de una calculadora grafica. Intro-
ducimos la funcién B(t) como

= 19.99 + 0.40(X — 60)(X > 60).

El simbolo > viene en el mend TEST, y la expresién
(X > 60) es igual a 1 o 0, dependiendo si x es, 0 no,
mayor que 60. Introduciendo las otras cuatro funcio-
nes de manera similar y graficindolas juntas, obtene-
mos la pantalla que se muestra en la figura 4.49.

Cudl plan es mejor depende de la cantidad de
tiempo de llamadas, para cualquier tiempo aire men-
sual dado, el mejor plan es aquél en que la gréfica es la
mads baja en ese punto.

Para un tiempo muy breve de llamadas, el plan
Basico es mejor, pero en algiin punto se vuelve mas ca-
ro que el plan Advantage I. Encontramos en donde
ocurre esto —el valor de ¢ en el que las gréficas de esos
dos planes se intersecan. Obsérvese que si no hubié-
semos graficado todas las funciones, no sabriamos qué
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FIGURA 4.49 Costos de los
diferentes planes.

parte de cada definicion de funcién utilizar; tal como
estan las cosas, podemos ver que utilizamos la segunda
parte de la definicion de B(r) (la parte cuya grafica es
inclinada), y la primera parte de la definicion de A1(¢)
(la parte cuya gréfica es plana). En otras palabras, re-
solvemos el sistema de ecuaciones

B(t) = 19.99 + 0.40(r — 60),
Al(t) = 29.99.
B(t) = Al(1),

Por medio de sustitucion, esto se simplifica a una sola
ecuacion que se resuelve rapidamente:

19.99 + 0.40(r — 60) = 29.99,
040t — 24 = 10,
0.40r = 34,
t = 85.

De modo que el plan Advantage I se vuelve mejor que
el plan Bésico para mds de 85 minutos de tiempo men-
sual de llamadas.

Con base en la gréfica, también podemos ver que
en algtn punto el plan Advantage II empieza a ser el
mejor plan,y que en un punto posterior, a su vez, el plan
Advantage I1I se vuelve mejor. Sin embargo, note algo
interesante en los planes Advantage 111 y Premier: el
plan Advantage I1I es mejor al principio, y luego el plan
Premier es mejor por un lapso, pero para tiempos muy
altos de uso, el plan Advantage III es nuevamente
mejor.'" Encontramos el ltimo punto de cambio. Es
el valor de ¢ en el que las dos partes inclinadas de las
graficas de A3(f) y P(¢) se intersecan. En lugar de resol-
verla en forma algebraica, esta vez utilizamos la calcula-
dora para determinar de manera automatica el punto
de interseccion.

Los planes también difieren de manera significativa en tarifas por
roaming regional, pero no estamos considerdndolos.
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Nuestro resultado se muestra en la fig. 4.50.
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FIGURA 4.50 Planes
Advantage 111y Premier.

De modo que el plan Advantage III es mejor que el
plan Premier para mas de 550 minutos de llamadas.

De lo que conocemos hasta ahora, podemos cons-
truir la tabla parcial siguiente.

Tiempo aire (min) Mejor plan

0a85 Basico
Advantage |
Advantage II
Advantage IIT
Premier

550 y mas Advantage IIT

La terminacion de esta tabla se deja para los ejercicios.
Para buscar planes de servicio de teléfonos celula-
res en diferentes areas, visite www.point.com.

Ejercicios
1. Copie la tabla anterior en una pagina aparte. Des-
pués utilice las técnicas de solucion algebraicas
para llenar las dos primeras lineas en blanco de la
columna de tiempo aire.

2. Utilice una calculadora grafica para llenar las dos
lineas en blanco restantes.

3. ;Qué sucede cuando trata de utilizar la calculado-
ra para determinar un punto de interseccion, pero
no es cuidadoso con su aproximacion inicial?

4. ;Por qué la compaiiia XY&Z ofrece cinco diferen-
tes planes, en lugar de ofrecer un solo plan que pro-
porcione a la compaiiia una utilidad para cualquier
tiempo aire del consumidor?



