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CAPITULO 3

Funciones y graficas

updngase que un hombre de 90 kg bebe cuatro cervezas en rapida
S sucesion. Sabemos que su concentracion de alcohol en la sangre, CAS,
primero se eleva y después disminuye en forma paulatina a cero. Pero, ;cudl
es la mejor manera de describir qué tan rapido se eleva la CAS, en dénde
alcanza su punto maximo y qué tan rapido disminuye?
Si obtenemos las medidas de los valores de CAS para este bebedor en

particular, podemos mostrarlas en una tabla, como sigue:

Tiempo (h) 1 2 3 4 5 6

CAS (%) 0.0820 0.0668 0.0516  0.0364  0.0212  0.0060

Sin embargo, una tabla sélo puede mostrar un nimero limitado de valores y
en realidad no proporciona la imagen global.

En lugar de lo anterior, podriamos relacionar la CAS con el tiempo ¢ si
utilizamos una combinacion de ecuaciones lineales y cuadréticas (recuerde el
cap. 1):

CAS = —0.1025¢* + 0.1844¢
CAS = —0.0152¢ + 0.0972

sit =0.97,
sit > 0.97.

Sin embargo, como con la tabla, es dificil ver las ecuaciones y entender rapida-
mente lo que sucede con la CAS en el transcurso del tiempo.

Quiz4 la mejor descripcion de cambio en la CAS con el tiempo es una
gréfica como la de la izquierda. Aqui, con facilidad vemos qué sucede. La
concentracion de alcohol en la sangre asciende rdpidamente, tiene un maxi-
mo de 0.083% después de aproximadamente una hora, y luego disminuye de
manera gradual durante las siguientes cinco horas y media. Observe que por
mas de tres horas la CAS de este bebedor esta por arriba de 0.05%, el punto
en el que, por lo regular, las habilidades que uno tiene para conducir algin
vehiculo empiezan a declinar. La curva variard de un bebedor a otro, pero las
mujeres por lo comtin se ven afectadas con mayor severidad que los hombres,
no sélo a causa de la diferencia de peso, sino también a consecuencia del
diferente contenido de agua entre los cuerpos de ambos sexos.

La relacion entre el tiempo y el contenido de alcohol en la sangre, es un
ejemplo de una funcion. Este capitulo trata a fondo las funciones y sus graficas.
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ORI Entender lo que
es una funcién y determinar

dominios y valores de una
funcién.

3.1 FUNCIONES

En el siglo XVII, Gottfried Wilhelm Leibniz, uno de los inventores del célculo,
introdujo el término funcién en el vocabulario matematico. El concepto de
funcion es uno de los més bésicos en todas las matematicas y es esencial para
el estudio del célculo.

En forma breve, una funcion es un tipo especial de relacion que expresa
cémo una cantidad (la salida) depende de otra cantidad (la entrada). Por ejem-
plo, cuando se invierte dinero a alguna tasa de interés, el interés / (salida)
depende del tiempo ¢ (entrada) que el dinero esté invertido. Para expresar es-
ta dependencia, decimos que / es una “funcion de” ¢. Las relaciones funciona-
les como ésta en general se especifican mediante una férmula que muestra lo
que debe hacerse con la entrada para determinar la salida.

Para ejemplificar esto, suponga que $100 ganan un interés simple a una
tasa anual del 6%. Entonces, puede mostrarse que el interés y el tiempo estian
relacionados por la formula

I = 100(0.06)¢, @
donde / estd en ddlares y ¢ en afios. Por ejemplo,
sit =1,  entonces I = 100(0.06)(3) = 3. ?2)

Asi, la férmula (1) asigna a la entrada 5 la salida 3. Podemos pensar en la for-
mula (1) como la definicién de una regla: multiplicar ¢ por 100(0.06). La regla
asigna a cada nimero de entrada ¢ exactamente un nimero de salida /, el cual
se simboliza mediante la siguiente notacién de flecha:

t— 1 0 t — 100(0.06)t.

Esta regla es un ejemplo de una funcion en el siguiente sentido:

Definicion

Una funcion es una regla que asigna a cada niumero de entrada exactamente
un nimero de salida. Al conjunto de nimeros de entrada para los cuales se

aplica la regla se le llama el dominio de la funcién. El conjunto de todos los
numeros de salida se llama el rango.

Para la funcién del interés definida por la férmula (1), el nimero de entrada
¢t no puede ser negativo, ya que el tiempo negativo no tiene sentido. Asi, el domi-
nio consiste en todos los nimeros no negativos; esto es, todo ¢ = 0. De (2) vemos
que cuando la entrada es 3, la salida es 3. De modo que 3 est4 en el rango.

Hasta aqui hemos usado el término funcion en un sentido restringido, ya
que en general, las entradas o salidas no tienen por qué ser nimeros. Por ejem-
plo, una lista de estados y capitales asigna a cada estado su capital (exactamente
una salida), de modo que hay una funcién implicada. Sin embargo, por el mo-
mento solo consideraremos las funciones cuyos dominios y rangos consistan
en nameros reales.

Una variable que representa a los nimeros de entrada para una funcion
se denomina variable independiente. Una variable que representa a los nime-
ros de salida se denomina variable dependiente, ya que su valor depende del
valor de la variable independiente. Decimos que la variable dependiente es una
funcion de la variable independiente. Esto es, la salida es una funcién de la en-
trada. Asi, para la férmula de interés I/ = 100(0.06)¢, 1a variable independiente
es t,la dependiente es I, e I es una funcién de ¢.

Como otro ejemplo, la ecuacién (o férmula):

y=x+2 A3)

define a y como una funcion de x. La ecuacién da la regla: “sumar 2 a x”. Esta
regla asigna a cada entrada x exactamente una salida x + 2,queesy.Six = 1,



En y° = x, x y y estén relacionadas,
pero la relacién no es una funcién
de x.

f(x) es un niimero de salida.

La notacién funcional es muy
utilizada en célculo.
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entonces y = 3;si x = —4, entonces y = —2.La variable independiente es x y
la dependiente y.

No todas las ecuaciones en x y y definen a y como una funcién de x. Por
ejemplo,sea y* = x.Sixes 9,entonces y*> = 9,de modo que y = =£3. Por tan-
to, para la entrada 9 se asigna no uno, sino dos niumeros de salida, 3 y —3. Esto
viola la definicién de una funcién, de modo que y no es una funcién de x.

Por otra parte, algunas ecuaciones en dos variables definen a cualquiera
de las variables como una funcién de la otra variable. Por ejemplo, si y = 2x,
entonces para cada entrada x, existe exactamente una salida, 2x. Por lo que y
es funcién de x. Sin embargo, al despejar x de la ecuacion se obtiene x =y /2.
Para cada entrada y, existe exactamente una salida, y/2. En consecuencia, x es
una funcién de y.

En general, las letras f, g, h, F, G, etc., se usan para representar reglas de
funciones. Por ejemplo, la ecuacion (3), y = x + 2, define a y como una funcién
de x, en donde la regla es “sumar 2 a la entrada”. Suponga que hacemos que f
represente esta regla. Entonces decimos que f es la funcién. Para indicar que
f asigna a la entrada 1 la salida 3, escribimos f(1) = 3, que se lee “f de 1 es
igual a 3”. En forma analoga, f(—4) = —2. En términos generales, si x es cual-
quier entrada tenemos la notacion:

entrada
f(x), que se lee “f de x”, representa el nimero de salida en (‘L)
el rango de f que corresponde al nimero de entrada x en el &
) 5 H,—/
dominio. 0
salida

Asi el resultado f(x) es lo mismo que y. Pero como y = x + 2, podemos es-
cribir y = f(x) = x + 2 o simplemente

flx)=x+2.

Por ejemplo, para encontrar f(3), que es la salida correspondiente a la entrada
3, reemplazamos con 3 cadaxen f(x) = x + 2

f3)=3+2=5s.
Del mismo modo,
f(8) =8 + 2 =10,
f(=4)=—4+2 = -2

Los nimeros de salida como f(—4) se llaman valores de la funcién (o valores
funcionales). Tenga en mente que estan en el rango de f.

g Advertencia f(x) no significa f veces x, f(x) es la salida que corres-
ponde a la entrada x.

Con mucha frecuencia, las funciones se definen por medio de la “notacion
funcional”. Por ejemplo, la ecuacién g(x) = x* + x?, define a la funcién g que
asigna a cada nimero de entrada x el nimero de salida x* + x*

g x — x4+ X%

En otras palabras, g suma el cubo y el cuadrado de un nimero de entrada. Al-
gunos valores de la funcién son:
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La idea de reemplazo es muy impor-
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tante en la determinacién de los
valores funcionales.

—#® Principios en practica 1

Determinacion de dominios

El 4rea de un circulo depende de la
longitud del radio del circulo.

a.

Escriba una funcioén a(r) para
el drea de un circulo cuando la
longitud del radio es r.

(Cudl es el dominio de esta
funcion, sin tomar en cuenta el
contexto?

(Cuil es el dominio de esta

funcién, tomando en cuenta el
contexto?

g2) =23+ 22 =12,
g(—1) = (—1P + (-1))=—1+1 =0,
g(t) =1+ 12,

glx +1)= (x+1)3+(x+1)2.

Observe que g(x + 1) se encontré al reemplazar cada x en x* + x? por la en-
trada x + 1.

Cuando hagamos referencia a la funcién g definida por g(x) = x* + x?,
con toda libertad llamaremos a la ecuacién “funcién”. Asi, hablamos de “la
funcién g(x) = x* + x*”, y de manera analoga, “la funcién y = x + 2”.

Seamos mas especificos acerca del dominio de una funcién. A menos que
se establezca otra cosa, el dominio consiste en todos los nimeros reales para
los cuales la regla de la funcidn tenga sentido, esto es, la regla proporciona va-
lores funcionales que sean nimeros reales.

Por ejemplo, suponga

Aqui cualquier niimero real puede usarse para x, excepto 6, ya que el denomina-
dor es cero cuando x es 6. Por tanto, el dominio de /4 se entendera que es todos
los nimeros reales excepto 6.

EJEMPLO 1 Determinacion de dominios

Encontrar el dominio de cada funcion.

X
a f(x) = —5———
¥ —x—-2

Solucion: no podemos dividir entre cero, asi que debemos encontrar to-

dos los valores de x que hacen que el denominador sea cero. Estos no pue-
den ser numeros de entrada. Entonces igualamos el denominador a cero 'y
resolvemos para x.
X¥—=x—2=0
(x —2)(x+1)=0
x=2,—1

Por consiguiente, el dominio de f son todos los nimeros reales excepto
2y—1.

b. g(t) = V2t — 1.

(ecuacion cuadrética),

(factorizando),

Solucion: /2t — 1 esunndmero real si 2t — 1 es mayor o igual a cero.
Si2t — 1 es negativo, entonces V2t — 1 no es un nimero real (es un nii-
mero imaginario). Ya que los valores de la funcién deben ser nimeros rea-
les, debemos suponer que:

2t —1=0,
2t =1 (sumando 1 a ambos miembros),
1 L .
t= > (dividiendo ambos miembros entre 2).

Por tanto, el dominio es el intervalo [3, 00).



—® Principios en practica 2

Determinacion del dominio y
de los valores funcionales

El tiempo que toma recorrer una
distancia dada depende de la rapi-
dez a la cual se haga el recorrido.

a.

Escriba una funcién ¢(r) para
el tiempo que toma, si la dis-
tancia es 300 millas y la rapidez
esr.

(Cudl es el dominio de esta
funcidn, sin tomar en cuenta el
contexto?

(Cudl es el dominio de esta
funcién en el contexto dado?

. X X
Determine t(x),t(2 >,y t<4>.

(Qué le sucede al tiempo, si la
rapidez se reduce (divide) por
una constante c? Describa esta
situacion utilizando una
ecuacion.

El cociente de diferencia de una fun-

cién es un importante concepto
matematico.
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EJEMPLO 2 Determinacion del dominio y de los valores funcionales

Sea g(x) =3x*> —x + 5. Cualquier nimero real puede utilizarse como x, de mo-
do que el dominio de g son todos los nimeros reales.

a. Encontrar g(z).

Solucion: al reemplazar cada x por z en g(x) = 3x> — x + 5se obtiene
g(z) =3(z)*—z+5=32—z+5.

b. Encontrar g(r*).

Solucion: al reemplazar cada x por r* en g(x) = 3x> — x + 5 se obtiene
g(r) =3(rP? —r+5=3"—r*+5.
c. Encontrar g(x + h).

Solucion:

g(x +h) =3(x+h)?>— (x+h)+5
=3(x>+2hx+ M) —x—h+5

=3x>+ 6hx + 3K — x — h + 5.

@ Advertencia No confunda la notacion. En el ejemplo 2(c), encontramos
g(x + h) al reemplazar cada x en g(x) = 3x> — x + 5 por la entrada
x + h.No escriba la funcién y luego sume 4. Esto es, g(x + h) # g(x) + h

glx +h) #3x> —x+ 5+ h

Tampoco utilice la ley distributiva en g(x + &), esto no representa una multi-
plicacion. Esto es,

glx +h) # g(x) + g(h).

EJEMPLO 3 Determinacion de un cociente de diferencia

flx+h) = flx)

Si f(x) = x?, determinar

h
> . flxth) = f(x) . .
Solucion: la expresion Y se conoce como un cociente de di-
ferencia. Aqui el numerador es una diferencia de valores funcionales. Tenemos
flx+h)—f(x)  (x+h)?—x°
h - h
X2+ 2hx + R — x* 2hx + K
h h
h(2x + h)
i 2x + h.

En algunos casos, el dominio de una funcién estd restringido por razones
fisicas o econdémicas. Por ejemplo, en la funcién de interés vista anteriormente,
I = 100(0.06)¢ tiene t = 0, ya que ¢ representa el tiempo. El ejemplo 4 da otra
ilustracion.
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—® Principios en prdctica 3
Funcion de demanda

Supdngase que la funcién de de-
manda semanal para pizzas gran-
des en una pizzeria es
q
=26 — —
P 40
a. Siel precio actual es $18.50
por pizza, ;cudntas pizzas se
venden por semana?

b. Sise venden 200 pizzas cada
semana, ;cudl es el precio ac-
tual?

c. Siel propietario quiere dupli-
car el nimero de pizzas gran-
des vendidas por semana (a
400), ;cuél debe ser su precio?

PROGRAMACION DE OFERTA

p
Precio por Cantidad
unidad ofrecida
en dolares por semana
500 11
600 14
700 17
800 20

FIGURA 3.2 Programa-
cién de oferta y funciones
de oferta.

[ pe—— ..
EJEMPLO 4 Funcion de demanda

Suponga que la ecuacién p = 100/q describe la relacion entre el precio por
unidad p de cierto producto, y el nimero de unidades g del producto que los
consumidores comprardn (demanda) por semana a ese precio. Esta ecua-
cién se llama ecuacion de demanda para el producto. Si g es un nimero de
entrada, entonces para cada valor de ¢ se asigna exactamente un nimero
de salida p:

100 _
g 7
Por ejemplo,
100
20 > — =5
20 7

esto es, cuando g es 20, entonces p es 5. Asi, el precio p es una funcién de la
cantidad demandada, ¢g. Esta funcién se llama funcién de demanda. La varia-
ble independiente es g, y p es la variable dependiente. Ya que ¢ no puede ser
cero (la division entre cero no esta definida) y no puede ser negativa (g repre-
senta una cantidad), el dominio son todos los valores de g tales que ¢ > 0,
I—— |

Hemos visto que una funcién es en esencia una correspondencia por la
que a cada nimero de entrada en el dominio, se asigna un nimero de salida en
el rango. Para la correspondencia dada por f(x) = x?, algunos ejemplos de
asignaciones se muestran por medio de flechas en la figura 3.1. El ejemplo si-
guiente muestra una correspondencia funcional que no esta dada por medio
de una férmula algebraica.

f

Dominio

FIGURA 3.1 Correspondencia funcional para

flx) = x%

B
EJEMPLO 5 Programa de oferta

La tabla de la figura 3.2 es un programa de oferta. Da una correspondencia en-
tre el precio p de cierto producto y la cantidad g que los fabricantes proporcio-
nan por semana a ese precio. A cada precio le corresponde exactamente una
cantidad y viceversa.

Si p es la variable independiente, entonces ¢ es una funcién de p, digamos

a=f).y

f(500) = 11, f(600) = 14, f(700) =17, vy £(800) = 20.
Observe que cuando el precio por unidad se incrementa, los fabricantes estan
dispuestos a surtir mas unidades por semana.

Por otra parte, si g es la variable independiente, entonces p es una funcion
de g, digamos p = g(q),y

g(11) =500,  g(14) = 600,  g(17) =700, y  g(20) = 800

Hablamos de f'y g como funciones de oferta.
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= |
5.6Z27

.
-Elii BE1.z
157007

n=1a

FIGURA 3.3 Tabla de valores
funcionales de
FN= 17k = 1300 7

Los valores de una funcion se calculan facilmente con
una calculadora gréfica. Por ejemplo, suponga que:

i) =gyt =3 T

y que deseamos encontrar f(0.7), f(—2.31) y f(10).
Con una calculadora TI-83, primero introducimos la
funciéon como Y;:

Y, = 17X"4 — 13X"3 + 7.

Después presionamos la tecla TABL E'y de manera su-
cesiva introducimos los valores para x .7, —2.31 y 10.
Los resultados se muestran en la figura 3.3. Hacemos
notar que existen otros métodos para determinar los
valores funcionales por medio de la TI-83.

g Ejercicio 3.1

En los problemas del 1 al 12 obtenga el dominio de cada funcién.

8 X
1 =2 2. =2
f(x) B g(x) 5
5. F(1)=4%—6 6. H(x)=—
' x+ 8
4 x +1
9. G(y) = : 10. =_*T°
W=7 fO) = e 1

3. h(x) = Vx—3. 4 H(z) =

Vz
9% — 9
7. f(x) = T T 8. g(x) = Vdx + 3.
4 — §? 2
1. h(s) = ———— 12. G(r) = .
(s) 252 — 7s — 4 (r) r2+1

En los problemas del 13 al 24 determine los valores de la funcion para cada una de las funciones.

13. f(x) =2x + 1; £(0), f(3), f(—4).
15. G(x) =2 — x% G(—8),G(u), G(u?).

17. g(u) = u®> + u; g(—2), g(2v), g(—x?).

19. f(x) = x>+ 2x + 1, f(1),f(=1),f(x + h).
X 4(). 500,80 + ),
23. f(x) = x*7 £(0), £(64), f(5)-

21. g(x) =

f(x +h

En los problemas del 25 al 32 determine (a) f(x + h)y (b)
X

25. f(x) = 4x — 5. 26. f(x) = >

29, f(x) =2 — 4x — 3x° 30. f(x) = x>

33. Si f(x) = 9x + 7, determine w

4. H(s) =55 — 3 H(4),H(V2),HQ).

16. f(x) = 7x; f(s),f(r +1),f(x + 3).
. 1 _
18. h(v) = o h(16),h<4>,h(1 x).
20. H(x) = (x +4)% H(0),H(2),H(t — 4).
2. H(x) = V4 + x; H(—4), H(=3), H(x + 1) — H(x).

24. g(x) = x*% g(32),g(—64), g(t").

) —f)
s simplifique sus respuestas.

27. f(x) = x* + 2x. 28. f(x) =2x*> —3x — 5.

3L f(x) = % 2. flx) =~ j 8
34. Sif(x) = x> — x, determine L:Z“)

En los problemas del 35 al 38, jes y una funcion de x? ;Es x una funcion de y?

35.9y —3x —4=0. 36. x>+ y=0.

39. La férmula para el drea de un circulo de radio r es
A = mr’. (Es el area una funcién del radio?

37. y = 7x% 38. 2+ yP=1.

40. Suponga que f(b) = ab* + a’b. (a) Determine f(a).
(b) Determine f(ab).
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41. Valor de un negocio Un negocio con un capital origi-
nal de $20,000 tiene ingresos y gastos semanales de
$4000 y $3200, respectivamente. Si todas las utilidades
se conservan en el negocio, exprese el valor V del nego-
cio al final de ¢ semanas como una funcién de ¢.

42. Depreciacion Si una maquina de $30,000 se deprecia
en un 2% de su valor original cada afio, determine una
funcién f que exprese el valor, V, de la maquina des-

pués que han transcurrido ¢ afios.

43. Funcion de utilidad Cuando se venden ¢ unidades

de cierto producto (g es no negativa), la utilidad P esta

dada por la ecuaciéon P = 1.25¢q. ;Es P una funcién

de g? (Cuél es la variable dependiente y cudl la inde-

pendiente?

44. Funcién de demanda Supodngase que la funcion de
demanda anual para que un actor particular estelarice

1,200,000

una peliculaes p = ,en donde ¢ es el nimero

de peliculas que €l estelariza durante el afio. Si el actor
actualmente cobra $600,000 por pelicula, ;cuantas pelicu-
las estelariza cada afo? Si quiere estelarizar cuatro
peliculas por afo, jcudnto cobrara por esto?

45. Funcion de oferta Supodngase que la funcion de oferta
semanal por una libra de su café casero en un local

de venta de cafées p = %, en donde ¢ es el nimero de

libras de café que se ofrecen por semana. ;Cuéntas libras
de café a la semana deben ofrecerse si el precio es de
$8.00 por libra? ;Cuéntas libras de café a la semana
deben ofrecerse si el precio es de $20.00 por libra?
({Como cambia la cantidad ofrecida conforme el precio
se incrementa?

46. Altas del hospital Una compafifa de seguros examind
el registro de un grupo de individuos hospitalizados
por una enfermedad en particular. Se encontré que la
proporcion total de quienes habian sido dados de alta
al final de ¢ dias de hospitalizacion esta dada por

fay=1- <30?)03 t>3'

Evalte (a) £(0), (b) f(100) y (c) f(300). (d) ¢Al final de
cuéntos dias se habra dado de alta al 99.9% (0.999)
del grupo?

47. Psicologia Se llevé a cabo un experimento para anali-
zar la respuesta humana a descargas eléctricas.! Los su-
jetos recibieron una descarga de cierta intensidad. Se
les pidi6 asignar una magnitud de 10 a esta descarga en
particular, llamada estimulo estandar. Después se les
aplicaron otras descargas (estimulos) de varias intensi-
dades. Para cada una de éstas la respuesta R era un nd-
mero que indicaba la magnitud percibida de la descarga
en relacion con aquélla del estimulo estdndar. Se en-
contrd que R era una funcion de la intensidad 7 de la
descarga (I en microamperes) y se estimo por

500 = I = 3500.

743
R=f()=
) = 5500
Evalde (a) £(1000) y (b) £(2000). (c) Suponga que I,y
21, estan en el dominio de f. Exprese f(21;) en térmi-
nos de f(1,). {Qué efecto sobre la respuesta tiene el du-
plicar la intensidad?

48. Psicologia En un experimento de aprendizaje por
asociacion de parejas,” la probabilidad de una respuesta
correcta como funcién del nimero n de intentos tiene
la forma

1
P(n)=1-— 5(1 — c)”fl, n=1,

donde el valor estimado de ¢ es 0.344. Usando este
valor de ¢, determine P(1) y P(2).

49. Programa de oferta La tabla siguiente se conoce co-
mo un programa de oferta. Dicha tabla proporciona una
correspondencia entre el precio p de un producto y la
cantidad g que los consumidores demandaran (esto es,
compraran) a ese precio. (a) Si p = f(q), liste los niime-
ros en el dominio de f. Determine f(2900) y £(3000).
(b) Si g = g(p), liste los nimeros en el dominio de g.
Determine g(10) y g(17).

Precio por unidad,  Cantidad demandada

P por semana, g
$10 3000

12 2900

17 2300

20 2000

En los problemas del 50 al 53 utilice su calculadora para determinar los valores funcionales indicados para la funcién dada. Redon-

dee las respuestas a dos decimales.

=50, f(x) = 2.03x° — 5.27x% — 13.71; (a) £(1.73),
(b) £(—5.78), () F(\V2).

52, f(x) = (20 — 3x)(2.25x% — 7.1x — 16)*;
(a) f(0.1),(b) f(=0.01), (c) f(1.6).
'Adaptado de H. Babkoff, “Magnitude Estimation of Short Elec-

trocutaneous Pulses”, Psychological Research, 39, nim. 1 (1976),
39-49.

. 14752 — 3.95x — 15.76
51 =
fx) 243 —

(b) £(=17/4),(¢) f (m).

»(a) f(4),

2
5 53, f(x) = V2x? + ;170.32(;( +1)

(b) f(=146), () f(0).

’D. Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic
Press, 1983).

» (a) £(15.93),



Introducir los con-
ceptos de funcion constante,
funcion polinomial, funcién
racional, funcién definida por
partes, funcion valor absoluto
y notacion factorial.

—® Principios en practica 1
Funcion constante

Supdngase que las primas mensua-
les del seguro de salud para un
individuo son de $125.00.

a. Escriba las primas mensuales
del seguro de salud como una
funcién del ndmero de visitas
que el individuo hace al doctor.

b. (Cémo cambian las primas
del seguro de salud conforme
aumenta el nimero de visitas
al doctor?

c. (Qué clase de funcion es ésta?

Cada término en una funcién poli-

nomial es una constante o bien una
constante por una potencia entera

positiva de x.

—® Principios en prdctica 2
Funciones polinomiales

La funcién d(t) = 3¢? representa
la distancia en metros que un auto-
movil viajarad en ¢ segundos, cuan-
do tiene una aceleracion constante
de 6 m/s’.

a. (Qué clase de funcion es ésta?
b. (De qué grado es?

c. (Cudl es su coeficiente princi-
pal?
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3.2 FUNCIONES ESPECIALES

En esta seccién veremos funciones que tienen formas y representaciones espe-
ciales. Empezamos con el que tal vez sea el tipo mas sencillo de funciéon que
existe: una funcion constante.

[ pre——— ..
EJEMPLO 1 Funcion constante

Sea h(x) = 2. El dominio de 4 son todos los nimeros reales. Todos los valores
funcionales son 2. Por ejemplo,

h(10) = 2, h(—387) = 2,

Llamamos a & una funcién constante ya que todos los valores de la funcién son
iguales. En forma m4s general, tenemos esta definicion:

h(x +3) =2

Una funcién de la forma A(x) = ¢, en donde c es una constante, se llama
funcion constante.

I— |

Una funcion constante pertenece a una clase méas amplia de funciones lla-
madas funciones polinomiales. En general, una funcién de la forma

f(x) =cx" + ¢, x" '+ ex + e,

en donde n es un entero no negativo y ¢, ¢,—1, ..., Cy SONn constantes con
¢, # 0se llama funcion polinomial (en x). El ntimero » se llama el grado del
polinomio, y ¢, es el coeficiente principal. Asi,

f(x) =3x>—8x +9

es una funcién polinomial de grado 2 con coeficiente principal 3. Del mismo
modo, g(x) =4 —2x tiene grado 1y coeficiente principal —2. Las funciones po-
linomiales de grado 1 o 2 son llamadas funciones lineales o cuadraticas, res-
pectivamente. De aqui que, g(x) = 4 —2x es lineal y f(x) = 3x> —8x + 9 es
cuadratica. Observe que una funcion constante distinta de cero, tal como f(x)
=5 [la cual puede escribirse como f(x) = 5x°], es una funcién polinomial de
grado cero. La funcién constante f(x) = 0 también se considera una funcién
polinomial, pero no tiene asignado algin grado. El dominio de cualquier fun-
cién polinomial son todos los niimeros reales.

| . . .
EJEMPLO 2 Funciones polinomiales

a. f(x) = x> — 6x*> + 7 es una funcién polinomial de grado 3 con coefi-
ciente principal 1.

2 2
b. g(x) = ?x es una funcién lineal con coeficiente principal 3

2
c f(x)= 3 o esuna funcién polinomial. Puesto que f(x) =2x "y el ex-

P 0 -

nente para x no es un entero no negativo, esta funcién no tiene la forma

propia de las polinomiales. En forma similar, g(x) = Vx no es funcién

polinomial porque g(x) = x'/2.
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Una funcién que es un cociente de funciones polinomiales se llama funcién

racional.
[ e ———— . .
EJEMPLO 3  Funciones racionales
2 _
X 6x ., .
a. f(x) = ~, f g esuna funcidn racional, ya que el numerador y el deno-
X
minador son funciones polinomiales. Observe que esta funcién racional
no estd definida para x = —5.
. . 2x +3
b. g(x) = 2x + 3 es una funcidn racional, ya que 2x + 3 = — De
Toda funcién polinomial es una fun- hecho, toda funcién polinomial también es una funcién racional.
cién racional.
I—— |

Algunas veces es necesaria mas de una expresion para definir una fun-
cién, como lo muestra el ejemplo 4.

H scvbin 72

—= Principios en prictica 3 EJEMPLO 4 Funcién compuesta
Funcién compuesta Sea
Para reducir el inventario, una . _
tienda departamental cobra tres L osizl=s <1,
precios. Si compra de cero a cinco F(s) = 0, sil=s=2,
pares de medias, el precio es de s—3 si2<s=8§

$3.50 por par. Si compra de 6 a 10

pares de medias, el precio es $3.00 .

por par. Si compra mas de 10 pa-  Esta se llama funcién compuesta, ya que su regla esta dada por mas de una ex-
res, el precio es de $2.75 por par.  presién. Aqui s es la variable independiente, y el dominio F es toda s tal que

Escriba una funcién definida por  _ 1 — ¢ — g ] valor de s determina cual expresion usar.
partes para representar el costo

de compra de n pares de medias.

Determinar F(0): como—1 =0 < 1, tenemos F(0) = 1.

Determinar F(2): como 1 =2 =2, tenemos F(2) = 0.

Determinar F(7): como 2 < 7 =< 8, sustituimos 7 porlasens — 3.
F(7)=17—3 = 4.

Flokl Floks Flots Para ilustrar cémo introducir una funcién definida por
;ﬁ ;l ?E:::“: E :‘E‘Ig 9%‘&'2:‘3 E% partes en una calculadora TI-83, la figura 3.4 muestra
5 T la secuencia de pasos que introducen la funcién
wMe=
*~$3= 2x, six <0,

. =
NI fx) =4 £ si0=x<10,

—x, six=10.
FIGURA 3.4 Introduccion de
una funcién definida por partes.




La funcién valor absoluto puede
considerarse una funcién definida
por partes.

—® Principios en prdctica 4
Factoriales

Siete libros diferentes se colocaran
en una repisa. ;| De cudntas formas
pueden acomodarse? Represente
la pregunta como un problema de
factoriales y dé la solucién.

Los factoriales aparecen con fre-
cuencia en la teoria de probabilidad.
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[ e — ..
EJEMPLO 5 Funcion valor absoluto

La funcién f(x) = |x|es la funcion valor absoluto. Recuerde que el valor ab-
soluto o magnitud, de un niimero real x se denota por | x|y se define por

. x, six= 0,
x| = —x, six <O.

Por eso el dominio de fson todos los nimeros reales. Algunos valores funcio-
nales son

f(16) =
fED=5=—(3 =%

=
o
I
P
&

En los ejemplos siguientes hacemos uso de la notacion factorial.

El simbolo r!, r es un entero positivo, se lee “r factorial”. Representa el
producto de los primeros r enteros positivos:

r'=1-2:3-r.

Definimos 0! como 1.

| g —— .
EJEMPLO 6 Factoriales

a.5!=1-2-3-4-5=120.
b, 31(6 —5)l =311l = (3-2-1)(1) = (6)(1) = 6.
4 1-2-3-4_24

AR 24,
“ o 1 1

N irmpin 7 P
EJEMPLO 7 Genética

Suponga que dos conejillos de Indias negros se reproducen y tienen cinco des-
cendientes. Bajo ciertas condiciones puede mostrarse que la probabilidad P de
que exactamente r de los descendientes sean de color café y los otros negros, es
una funcion de r, digamos P = P(r), donde

Sr(hyr(3ys—r
P(r) = W) r=012 ..,5

B r'!(S —

La letra P en P = P(r) se utiliza en dos formas. En el lado derecho P representa
la regla de la funcién. En el izquierdo representa la variable dependiente. El
dominio de P son todos los enteros desde 0 hasta 5, inclusive. Determinar la
probabilidad de que exactamente tres conejillos de Indias sean de color café.

Solucion: queremos encontrar P(3). Tenemos

516)°G)° _ 120Gs) (i) _ 45

PB) =3 62) 512
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En los problemas del 1 al 4 determine si la funcién dada es una funcién polinomial.

1.

5.

9.

247 3
f(x) =x>—x*+ 4. 2. f(x)= * 3 3. g(x) = Z 7 4, g(x) = 37%?
En los problemas del 5 al 8 determine si la funcién dada es una funcién racional.
>+ x 3 {1 six < 5, 4
flx) = 4 6. f(x)= T 7. g(x) = 4 siy=s 8. g(x) =4x"
En los problemas del 9 al 12 determine el dominio de cada funcién.
Sx, six > 1 4, six =3
H(z) = 16. 10. f(t) = =. 11. = ’ T2 = ’ ’
@) fO=m fx) { 4, six=1. f(x) {xz, sil = x < 3,

En los problemas del 13 al 16 establezca (a) el grado y (b) el coeficiente principal de la funcién polinomial dada.

13.

F(x) = 7x* = 2x* + 6. 14. f(x) = 5x.

15. f(x) =2 — 3x* + 2x.

16. f(x) =09.

En los problemas del 17 al 22 determine los valores funcionales para cada funcion.

17.

19.

21.

En
23.

26.

29

30.

31

.

32.

F(x) =8 F(2),f(r + 8), F(—V17).
1, sit >0
F(t) = 0, sit = 0;
—1,sit <0

F(10), F(—\/3), F(0), F(— ).

X, six=3
G = ’ ;
(x) {2 —x% six <3

G(8),G(3),G(—1),G(1).

18.

20.

22.

g(x) =[x — 3} g(10),g(3), g(—3).
_ [4,six=0
flx) = {3, six < 0

f(3), f(—4), f(0).

3r—1,sir >2
h(r) = {rz — 447, sir<?
h(3), h(—=3), h(2).

los problemas del 23 al 28 determine el valor de cada expresion.
6!. 24. 0! 25. (4 —2).
3! 8!
-3 27. —. 28, ————.
o3 4! 8 51(8 — 5)!
Viaje en tren  Un boleto de viaje redondo en tren a la 33. Ventas Para alentar la venta en grupos grandes, un

ciudad cuesta $4.50. Escriba el costo de un boleto de
viaje redondo como funcién del ingreso del pasajero.
(Qué clase de funcion es ésta?

Geometria Un prisma rectangular tiene un largo tres
veces mayor que su ancho, y altura una unidad menor
que el doble del ancho. Escriba el volumen del prisma
rectangular como una funcién del ancho. ;Qué clase de
funcion es ésta?

Funcién de costo En la fabricacién de un componente
para una mdquina, el costo inicial de un troquel es de
$850 y todos los otros costos adicionales son de $3 por
unidad producida. (a) Exprese el costo total C (en ddla-
res) como una funcién lineal del nimero g de unidades
producidas. (b) ;Cuantas unidades se producen si el
costo total es de $1600?

Inversion Si un capital de P ddlares se invierte a una

tasa de interés simple anual r durante ¢ afios, exprese la
cantidad total acumulada del capital y del interés como
una funcién de ¢. ;Su resultado es una funcién lineal de ¢?

34.

35.

teatro cobra dos precios. Si su grupo es menor de 10, ca-
da boleto cuesta $8.50. Si su grupo es de 10 o mas, cada
boleto cuesta $8.00. Escriba una funcién definida por
partes para representar el costo de comprar n boletos.

Factoriales En un parque de diversiones, un grupo
de amigos quiere viajar en los troncos en todos los or-
denes posibles. ;Cuantos viajes tiene que hacer un gru-
po de tres? ;Cuéantos un grupo de cuatro? ;Un grupo
de cinco?

Genética Bajo ciertas condiciones, si dos padres con
ojos de color café tienen exactamente tres hijos, la pro-
babilidad P de que tengan exactamente r hijos con 0jos
azules estd dada por la funcién P = P(r), donde

3G

P(r) = r.!( =)’

r=20,1,2,3.

Determine la probabilidad de que exactamente dos de
los hijos tengan los ojos azules.
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36. Genética En el ejemplo 7 determine la probabilidad 1 11 .
de que los cinco descendientes tengan ojos de color café. ﬁT + i 30 =T = 36,

37. Crecimiento de bacterias En un cultivo estan desarro- t=f(T) = 4 175 .
llandose bacterias. El tiempo ¢ (en horas) para que el ET T4 S136 < T =39,
nimero de bacterias se duplique (tiempo de genera-
cién), es una funcién de la temperatura T (en °C) del (a) determine el dominio de f, y (b) encuentre f(30),
cultivo. Si esta funcién esta dada por® f(36)y £(39).

En los problemas del 38 al 41 utilice su calculadora para encontrar los valores funcionales indicados para la funcién dada. Re-
dondee las respuestas a dos decimales.

- _[0.08x" — 47.98, si x = 7.98 = (4710 + 304, six >0
(38 flx) = {O.67x6 — 3741, six < 7.98; 13- fl) = { 9.4x% — x, six = 0;
(a) £(7.98), (b) £(2.26),(c) f(9). (a) £(5.5),(b) £(=3.6), (c) £(6/7).
407x — 23 six<-—8 x/(x +3), six<-5
40, f(x) = 19.12, si —8=x <—2; 41 f(x) =<{x(x — 4% si —5=x<0;
X2 —4x7% six =2 V21x + 3, six=0
(a) f(—5.8), (b) f(—14.9),(c) £(7.6) (a) £(—V/30), (b) f(46), (c) f(=2/3).

Combinar funciones 33 COMBINACION DE FUNCIONES

por medio de suma, resta, multi-  Existen diferentes formas de combinar dos funciones para crear una nueva
plicacion, division y composicion.  funcién. Suponga que fy g son las funciones dadas por

flxy=x* 'y gx)=3x
Sumando f(x)y g(x) se obtiene
f(x) + g(x) = x* + 3x.

Esta operacion define una nueva funcion llamada suma de fy g, que se deno-
ta por f + g. Su valor funcional en x es f(x) + g(x). Esto es,

(f +8)(x) = f(x) + g(x) = x* + 3x.
Por ejemplo,

(f + g)(2) = 22 + 3(2) = 10.

En general, para cualesquiera funciones fy g, definimos la suma f + g, la

diferencia f — g, el producto fg y el cociente ; como sigue:*

(f +8)x) = f(x) + g(x),
(f — &)(x) = f(x) — g(x),
(fe)(x) = f(x) - g(x),
[ &)
g(x) g(x)

3Adaptado de F. K. E. Imrie y A: J. Vlitos, “Production of Fungal Protein from Carob”, en Single-
Cell Protein 11, ed. S. R. Tannenbaum y D. I. C. Wang (Cambridge, MA.: MIT Press, 1975).

“En cada una de las cuatro combinaciones, se supone que x se encuentra en los dominios tanto de
fcomo de g. En el cociente tampoco se permite cualquier valor de x para el cual g(x) sea cero.
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Asi, para f(x) = x”y g(x) = 3x, tenemos

(f +&)(x) = f(x) + g(x) = x> + 3x,
(f — g)(x) = f(x) — g(x) = x* — 3x,
(fg)(x) = f(x) - g(x) = x*(3x) = 3x,
foo_flx) _x
g(x) = 2(x) T3 3 parax # 0
" EJEMPLO 1 Combinacién de funciones
Sif(x) = 3x — 1y g(x) = x* + 3x, encontrar
a. (f + g)(x), b. (f — g)(x),
e (f8)(x), a. L.
g
Solucion:
a. (f +g)(x) = f(x) + g(x) = Bx — 1) + (x* + 3x) = x* + 6x — 1.
b. (f — g)(x) = f(x) — g(x) = Bx — 1) — (x> + 3x) = =1 — x°.
e (fg)(x) = f(x)g(x) = 3x — 1)(x* + 3x) = 3x* + 8x> — 3x.
d i(x)—f(x)— 3x — 1
g g(x) x>+ 3x
Composicion

También podemos combinar dos funciones aplicando primero una funcién a
un nimero y después la otra funcién al resultado. Por ejemplo, suponga que
g(x) = 3x, f(x) = x*yx = 2.Entonces g(2) = 3(2) = 6. Asi, g envia la en-
trada 2 a la salida 6:

256
Después, hacemos que la salida 6 se convierta en la entrada para f:
f(6) = 6 = 36.
De modo que fenvia 6 al 36:

f
6 — 306.

Aplicando primero gy después f, enviamos el 2 al 36:

g i
2 — 6 — 36.

De manera mas general, reemplacemos el 2 por x, donde x estd en el dominio
de g (véase la fig. 3.5). Aplicando g a x, obtenemos el nimero g(x), que debe-
mos suponer esta en el dominio de f. Aplicando fa g(x), obtenemos f(g(x)),
se lee “fde g de x”, que estd en el rango de f. Esta operacion de aplicar gy
después aplicar f al resultado define una funcién llamada “composiciéon” (o fun-
cion compuesta), la cual se denota por f o g. Esta funcién asigna al niumero de
entrada x el nimero de salida f(g(x)). [Véase la flecha inferior en la fig. 3.5.]



—® Principios en prdctica 1
Composicion

Un CD cuesta x ddlares por ma-
yoreo. El precio que el almacén
paga, esta dado por la funcion
s(x) = x + 3. El precio que el
cliente paga es ¢(x) = 2x,en
donde x es el precio que el alma-
cén paga. Escriba una funcién
compuesta para determinar el
precio del cliente como una fun-
cién del precio de mayoreo.
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De esta manera (f o g)(x) = f(g(x)). Es valido pensar que f(g(x)) es una
funcion de una funcion.

Dominio de f ¢ Rango de f

Dominio
deg

fog

FIGURA 3.5 Composicion de fcon g.

Definicion
Si fy g son funciones, la composicion de f con g es 1a funcion f o g definida por

(f e g)(x) = f(g(x)),

donde el dominio de f ° g es el conjunto de todas las x en el dominio de g, ta-
les que g(x) estd en el dominio de f.

Para f(x) = x’y g(x) = 3x, podemos obtener una forma sencilla para
fesg:
(feg)(x) = fg(x)) = f(3x) = (3x)* = 9x°.

Por ejemplo, (f ¢ g)(2) = 9(2)* = 36, como vimos anteriormente.

EJEMPLO 2 Composicion

Sean f(x) = \/);y g(x) = x + 1. Encontrar

a. (fog)(x), b. (g f)(x).

Solucion:

a. (fog)(x)esf(g(x)).Ahora gsuma 1 ax,y fsaca la raiz cuadrada del re-
sultado. Asi que,

(feg)x) =f(gx)) =f(x +1) = Vx+ 1

El dominio de g son todos los niimeros reales x y el de f todos los nimeros
reales no negativos. De aqui que el dominio de la composicion sea todas
las x para las que g(x) = x + 1 sea no negativa. Esto es, el dominio son
todas las x = —1, 0 en forma equivalente, el intervalo [—1, o).

b. (g°f)(x)esg(f(x)).Ahora ftoma la raiz cuadrada de x y g suma 1 al re-
sultado. De esta manera g suma 1 a la Vx y tenemos

(g f)(x) = g(f(x)) = g(Vx) = Vx + 1.

El dominio de f'son todas las x = 0y el dominio de g son todos los reales.
Por lo que el dominio de la composicion son todas las x = 0, para las cua-
les f(x) = V/x es real, es decir, toda x = 0.

I—— |

@ Advertencia Por lo general, f o g # g o f. En el ejemplo 2,

(feg)(x) = Vx+1,
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—® Principios en prdctica 2
Como expresar una funcién
como una composicién

Supdngase que el drea de un
jardin cuadrado es

g(x) = (x + 3)% Exprese g
como una composicion de dos
funciones, y explique qué repre-
senta cada funcién.

pero tenemos
(gof)(x) = Vx + 1.

Tampoco confunda f(g(x)) con (fg)(x), esta tltima es el producto f(x)g(x).
Aqui

flg(x)) = Vx +1,

pero

EJEMPLO 3 Composicion

SiF(p) = p*> + 4p — 3y G(p) = 2p + 1, determinar

a. F(G(p)), b. G(F(1)).
Solucion:
a. F(G(p)) = FQ2p +1)=(2p + 1)2 +402p +1)—-3

=4p> + 12p + 2.
b. G(F(1) =G24+ 4-1—3)=G(2)=2-2+1=5.
| |

En célculo, a veces es necesario pensar en una funcién en particular como
una composicién de dos funciones mas sencillas, como se muestra en el si-
guiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Como expresar una funcion como una composicion
Expresar h(x) = (2x — 1)* como una composicion.

Solucion:
Observamos que /(x) se obtiene al encontrar 2x — 1y elevar al cubo el resul-
tado. Suponga que hacemos g(x) = 2x — 1y f(x) = x°. Entonces

h(x) = (2x = 1) = [g(x)] = f(g(x)) = (f > &) (x),

que da & como una composicion de dos funciones.

Flakl Flokz  Flekz

Dos funciones pueden combinarse usando una calcu-

::ﬂ 12 EEEH‘ 1 ladora grafica. Considere las funciones
NI b= g )
:.:j E: que introducimos como Y, y Y, segtin se muestra en la
w = figura3.6.Lasumade fy gestidadaporY; = Y; + Y,
y la composicion de f o g por Y, = Y,(Y,). Por ejem-
FIGURA 3.6 Y,y Y, son plo, f(g(3)) se obtiene evaluando Y, en 3.

combinaciones de Y; y Y,.
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1. Sif(x) = x + 3yg(x) = x + 5,encuentre lo siguiente. 2. Sif(x) = 2xyg(x) = 6 + x,encuentre lo siguiente.

b.(f + g)(0). e (f —
!

f. g(x).
h.(fog)(3). i (g°f)(x)
3. Sif(x) = x*yg(x) = x* + x,encuentre lo siguiente.
a (f +8)(x). b(f—g)x) e(f— gl 1)

L

‘g

8)(x).

d. (fg)(x). (%) f.
g (fog)x).  h(gef)(x). i (g°f)(=3)

5. Sif(x) = 3x*> + 6yg(x) = 4 — 2x, encuentre f(g(2))

y 8(f(2)).
2

T.SiF(t)=r+Tt+1yG(t) = — T
encuentre (F o G)(t)y (G o F)(t).

9. Si f(w) = ﬁy g(v) = Vv + 2,encuentre
(feg)w)y (g°f)(w).

4. Sif(x) =

6. Si f(p)

g

10. Sif(x) =

a (f + g)(x).
d. (fg)(x).
g (f°g)(X)-

b (f —
i
g

g)(x). e
(x). . ().
ho (geof)(x). i (g°f)(2).

— 1y g(x) 4, encuentre lo siguiente.

a. (f + g)(X)- b. (f +£)5). e (f = g)x).
!
g

—~

f—g4).

o |~

e (fg)4). £ =(x).
h. (f 2 g)(100). i (g f)(x).

- %y g(p) = ,encuentre (f ° g)(p)

y (g°f)(p)
Si F(s \[yG

(F°G)(t)Y(G°F)(t)-

= 3¢> + 4t + 2,encuentre

x? + 3,encuentre (f o f)(x).

En los problemas del 11 al 16 determine las funciones f'y g tales que h(x) = f(g(x)).

11 h(x) = (4x — 3)°.

14. h(x) = (9x° — 5x)° — (9x° — 5x)2 + 11. 15, h(x

=V -2 13. h(x) = 21 .
x—2
. x +1
= Jx 16. h(x)—i(x+l)2+2.

17. Utilidad Un expendio de café vende una libra de café
por $9.75. Los gastos mensuales son $4500 mas $4.25 por
cada libra de café vendida.

a. Escriba una funcion r(x) para el ingreso mensual to-
tal como una funcién del nimero de libras de café
vendidas.

b. Escriba una funcién e(x) para los gastos mensuales
totales como una funcién del nimero de libras de ca-
fé vendidas.

c. Escriba una funcién (r — e)(x) para la utilidad men-
sual total como una funcién del nimero de libras de
café vendidas.

18. Geometria Supongase que el volumen de un cubo es

v(x) = (4x — 2)°. Exprese v como una composicién de

dos funciones, y explique qué representa cada funcion.

19. Negocios Un fabricante determina que el niimero to-
tal de unidades de produccién por dia, g, es una funcion
del nimero de empleados, m, donde

B B (40m — m?)
g = flm) =

Elingreso total, r, que se recibe por la venta de g uni-
dades, esta dado por la funcion g, donde r = g(q) = 40q.
Determine (g ° f)(m). /Qué es lo que describe esta
funcién compuesta?

20. Sociologia Se han hecho estudios concernientes a la
relacion estadistica entre posicion social, educacién e
ingresos de una persona.’ Denotemos con S al valor
numérico de la posicién social con base en el ingreso
anual /. Para cierto tipo de poblacion suponga

S = f(I) = 0.45(1 — 1000)*%,

Ademids, suponga que el ingreso de una persona [ es
una funcion del nimero de afios de educacion E, donde

I =g(E) = 7202 + 0.29E%%,

Determine (f o g)(E). {Qué es lo que describe esta
funcién?

SR. K. Leik y B. F. Meeker, Mathematical Sociology (Englewood
Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1975).
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En los problemas del 21 al 24, para las funciones fy g dadas, determine los valores funcionales indicados. Redondee las respues-

tas a dos decimales.

S21. f(x) = (4x — 13)% g(x) = 02x% — 4x + 3; 52, fx) = x+2ﬂn=1ﬂx+T%
(@) (f + g)(4.5),(b) (f > g)(—2). ; x ’

. (a) —(10), (b) (g ° f)( — 6).

23, f(x) = xPgx) = =T (a) (fe)(5), g

(b) (g°f)(2:25).

Graficar ecuaciones y
funciones en coordenadas rectan-
gulares, determinar interseccio-
nes, aplicar la prueba de la recta
vertical y determinar el dominio
y rango de una funcion a partir
de una gréfica.

y
3_
oL
1-)/Origen
| 1 1 1 1 1 1 1
—4 -3 2 1T 2 3 4 %
1k
oL
3L

FIGURA 3.7 Ejes de coordenadas.
y
[Abscisa

P(x. y)

Yp===-- T
! Ordenada
1
)'( X

FIGURA 3.9 Coordenadas de P.

S s =5 @ - 9)03),

(b) (f > g)(=417).

3.4  GRAFICAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Un sistema de coordenadas rectangulares (o cartesiano) nos permite especificar
y localizar puntos en un plano. También nos proporciona una manera geomé-
trica para representar ecuaciones de dos variables, asi como funciones.

En un plano se trazan dos rectas de nimeros reales, llamadas ejes de coorde-
nadas, perpendiculares entre si,y de modo que sus origenes coincidan, como en
la figura 3.7. Su punto de interseccion se llama origen del sistema de coordena-
das. Por ahora llamaremos a la recta horizontal el eje x y a la vertical el eje y. La
distancia unitaria sobre el eje x no necesariamente es la misma que la del eje y.

El plano sobre el cual estdn los ejes de coordenadas se llama plano de
coordenadas rectangulares o, simplemente, plano x, y. Todo punto en él puede
marcarse para indicar su posicion. Para marcar el punto P en la figura 3.8(a), tra-
zamos lineas perpendiculares al eje x y al eje y que pasen por el punto P. Dichas
lineas cruzan los ejes en 4 y 2, respectivamente. Por tanto, determinan dos nime-
ros, 4y 2, entonces decimos que las coordenadas rectangulares de P estdn dadas
por el par ordenado (4, 2). La palabra ordenado es importante. En la figura
3.8(b) el punto correspondiente a (4,2) no es el mismo que para (2, 4):

(4,2) # (2,4).
y y
(2,4) £ (4,2)
L ) E— *(2,4)
i P(4, 2) -
7] A 2| --ctome (4,2)
i B i i
L1 4I. X ! 5 L "1r X
(a) (b)

FIGURA 3.8 Coordenadas rectangulares.

En general, si P es cualquier punto, entonces sus coordenadas rectangulares
estaran dadas por un par ordenado de la forma (x, y). (Véase la fig. 3.9.) Llama-
mos a x la abscisa o coordenada x de P,y a y la ordenada o coordenada y de P.

De este modo, con cada punto en un plano coordenado podemos asociar
exactamente un par ordenado (x, y) de ndmeros reales. También debe ser cla-
ro que con cada par ordenado (x, y) de nimeros reales, podemos asociar exac-
tamente un punto en ese plano. Ya que existe una correspondencia uno a uno
entre los puntos en el plano y todos los pares ordenados de ntimeros reales,
nos referimos al punto P con abscisa x y ordenada y, simplemente como el
punto (x, y), o como P(x, y). Ademads, usaremos las palabras punto y par orde-
nado en forma indistinta.



Cuadrante Il

° (X ¥a)
X <0,y,>0

Cuadrante |

° (X, y1)
X;>0,y,>0

Cuadrante lll

o (X3, ¥3)
X3 <0,y;<0

Cuadrante IV

o (X Va)
X>0,y,<0

FIGURA 3.11 Cuadrantes.

Sec. 3.4 = Graficas en coordenadas rectangulares 105

En la figura 3.10 estan indicadas las coordenadas de varios puntos. Por
ejemplo, el punto (1, —4) estd localizado una unidad a la derecha del eje y, y
cuatro unidades abajo del eje x. El origen es (0, 0). La coordenada x de todo
punto en el eje y es 0y la coordenada y de todo punto sobre el eje x es 0.

y
(-2,3) (0, 3)
L «(3,2)
| (_31’0) | _(O|’O)| Ly X
| (4,0)
(0, —2)
(—5,—3): o(1,-4)

FIGURA 3.10 Coordenadas de puntos.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones llamadas cua-
drantes (véase la fig. 3.11). Por ejemplo, el cuadrante I consiste en todos los
puntos (x;, y;) con x; > 0y y; > 0. Los puntos sobre los ejes no estan en nin-
gln cuadrante.

Utilizando un sistema de coordenadas rectangulares, podemos represen-
tar geométricamente ecuaciones de dos variables. Por ejemplo, considere

y=x>+2x — 3. (§))

Una solucién de esta ecuacion es un valor de x y uno de y que hagan verdadera
a la ecuacion. Por ejemplo, si x = 1, sustituyendo en la ecuacion (1) se obtiene

y=14+2(1)—-3=0.
Asi, una solucién es, x = 1, y = 0. De manera andloga,
six = —2, entonces y = (—2)> + 2(—2) — 3 = =3,

y en esta forma x = —2, y = —3, también es una solucién. Seleccionando otros
valores para x podemos obtener mas soluciones [véase la fig. 3.12(a)]. Debe
quedar claro que existe una infinidad de soluciones para la ecuacién (1).

Y y y
—4 5 - L
. 5+ . -
-3 0 L L
-2 | -3 B B
- ~ [ y=x*+2x-3
-1 | -4 - -
1 L 1 1 1 1 1 X | | | | | X
0 | -3 -4 -2 2 B
1 0 B Interseccién x Interseccion x
2 | 5 ° -4 L™ Interseccion y

(a) (b) ()

FIGURA 3.12 Graficacién de y = x> + 2x — 3.
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Con frecuencia, s6lo decimos que la
interseccion y es -3 y las intersec-
ciones x son -3y 1.

—® Principios en prdctica 1
Intersecciones y grafica

Raquel ha ahorrado $7250 para
gastos del colegio. Ella planea gas-
tar $600 por mes de esta cuenta.
Escriba una ecuacion que repre-
sente la situacion e identifique las
intersecciones con los ejes.

Cada solucién da origen a un punto (x, y) Por ejemplo,ax =1yy =10
le corresponde (1, 0). La grafica de y = x> + 2x — 3 es la representacion
geométrica de todas sus soluciones. En la figura 3.12(b) hemos graficado los
puntos correspondientes a las soluciones dadas en la tabla.

Ya que la ecuacion tiene un nimero infinito de soluciones, parece imposi-
ble determinar su grafica con precision. Sin embargo, sélo estamos interesados
en la forma general de la grafica. Por esta razon graficamos suficientes puntos
de modo que podamos hacernos una idea aproximada acerca de su forma. En-
tonces unimos esos puntos por medio de una curva suave siempre que las con-
diciones lo permitan. Al hacer esto, obtenemos la curva de la figura 3.12(c).
Por supuesto, entre mas puntos marquemos, mejor serd nuestra grafica. Aqui
suponemos que la gréfica se extiende de manera indefinida hacia arriba, lo
cual se indica con la flechas.

El punto (0,—3) en donde la curva interseca al eje y se llama interseccion
y. Los puntos (—3,0) y (1, 0) en donde la curva interseca al eje x se llaman las
intersecciones x. En general, tenemos la definicion siguiente.

Definicion

Una interseccion x de la grafica de una ecuacion en x y y, es el punto donde la
grafica interseca al eje x. Una interseccion y es el punto donde la gréfica inter-
seca al eje y.

Para encontrar las intersecciones x de la grafica de una ecuacién en x y y,
primero hacemos y = 0, y resolvemos para x la ecuacion resultante. Para en-
contrar las intersecciones y, primero hacemos x = 0 y resolvemos para y. Por
ejemplo, para la grafica de y = x> + 2x — 3, determinemos las interseccio-
nes x. Haciendo x = 0 x resolviendo para x obtenemos

0= x>+ 2x — 3,
0=(x+3)(x—1),
x = —3,1.

Asi, las intersecciones x son (—3,0) y (1,0), como vimos antes. Si x = 0,
entonces

y=0"+2(0) —3=-3.

De modo que (0, —3) es la interseccion y. Tenga en mente que para una inter-
seccion x su coordenada y es igual a cero, mientras que para una interseccion y
su coordenada x es igual a cero. Las intersecciones son tutiles porque indican
con precisién en donde interseca la grafica a los ejes.

| T . 2 g0
EJEMPLO 1 Intersecciones y grafica

Determinar las intersecciones x y y de la grifica de y = 2x + 3y hacer el bos-
quejo de su grifica.

Solucion: siy = 0, entonces

3
0=2x+3 0 X =—_
2
Asi, la interseccién x es (— 3, 0). Si x = 0, entonces

y =2(0) + 3 =3,

De modo que la interseccion y es (0, 3). La figura 3.13 muestra una tabla de
otros puntos sobre la grafica y un bosquejo de ésta.



—® Principios en prdctica 2
Intersecciones y grafica

El precio de admision a un par-
que de diversiones es de $24.95.
Este pago permite al cliente utili-
zar todas las atracciones del par-
que tantas veces como quiera.
Escriba una ecuacion que repre-
sente la relacion entre el niimero
de recorridos, x, que el cliente ha-
ce, y el costo de admision, y, para
ese cliente. Describa la grafica de
esta ecuacion e identifique las in-
tersecciones con los ejes. Suponga
que x > 0.
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y
y=2x+3
—— interseccion y

interseccion x 4|

-1
| | | ‘; | | X

B x |0 |=2| %+ |-2|1|-1]2]-2
‘ y 3 0 4 2 5 1 7 -1

FIGURA 3.13 Gréficade y = 2x + 3.
EJEMPLO 2 Intersecciones y grafica

. . . . . 100
Determinar las intersecciones, si las hay, de la grifica de s = e y hacer un

bosquejo de la grdifica.

Solucion: para la gréfica marcaremos al eje horizontal con ¢y al eje vertical
con s (véase la fig. 3.14). Puesto que ¢ no puede ser igual a cero (la divisién en-
tre cero no esta definida), no existe interseccion con el eje s. Asf, la grafica no
tiene un punto correspondiente a t = 0. Ademads, no existe interseccion con el
eje t,yaque sis = 0, entonces la ecuacion

_ 10
t

0

no tiene solucién. La figura 3.14 muestra la grafica. En general, la grafica de s =
k /t,en donde k es una constante diferente de cero, se conoce como hipérbola.

E— |
s
11 | t
20 40
- No hay inter-
- secciones t 5 |-5|10 |-10| 20 |-20| 25 |-25| 50 |-50
s |20 |-20| 10 |-10| 5 | -5 | 4 | -4 | 2 | -2

100

FIGURA 3.14 Gréficade s = P

———
EJEMPLO 3

Intersecciones y grafica

Determinar las intersecciones de la grdfica de x = 3 y hacer el bosquejo de la

grdfica.
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y
Eln x=3
- /interseccién
[
2k
X 3 | 3 | 3

FIGURA 3.15 Graficade x = 3.

f(x)
3_
2_
1k f(x) = VX
N I I S A N I —
1 4 9~
x |0 | + 1] 41|09
fxyl o | 11 |2]3

FIGURA 3.16 Gréfica de f(x) = Vx.

—® Principios en practica 3
Grafica de la funcion valor
absoluto

Brett renté una bicicleta en un
negocio de alquiler de bicicletas,
condujo a una velocidad constan-
te de 12 mi/h durante 2.5 horas en
una ruta para bicicletas, y después
regres0 por el mismo camino.
Grafique la funcién valor absolu-
to para representar la distancia
recorrida desde el negocio de al-
quiler de bicicletas, como una fun-
cion del tiempo en el dominio
apropiado.

Solucion: podemos pensar en x = 3 como una ecuacion en las variables x y
¥, st la escribimos como x = 3 + 0y. Aqui y puede tomar cualquier valor, pe-
ro x debe ser igual a 3. Puesto que x = 3 cuando y = 0, la interseccién x es
(3, 0).No existe interseccion y, ya que x no puede ser cero. (Véase la fig. 3.15.)
La grafica es una recta vertical.

Ademas de representar a las funciones en ecuaciones, también podemos
representarlas en un plano coordenado. Si f es una funcién con variable inde-
pendiente x y variable dependiente y, entonces la grafica de fsélo es la grafica
de la ecuacion y = f(x). Esta consiste en todos los puntos (x, y) o (x, f(x)),
en donde x esta en el dominio de f. El eje vertical puede marcarse como y o co-
mo f(x), el cual se denomina eje de los valores de la funcién. Siempre marca-
mos al eje horizontal con la variable independiente.

" EJEMPLO 4 Grafica de la funcién raiz cuadrada

Hacer la grifica de f(x) = V.

Solucion: véase la figura 3.16. Marcamos al eje vertical como f(x). Recuer-
de que Vx denota la raiz cuadrada principal de x. Asi, f(9) = V9 =3
no +3. Tampoco podemos elegir valores negativos de x, ya que no queremos
nimeros imaginarios para Vx. Esto es, debemos tener x = 0. Ahora conside-
ramos las intersecciones. Si f(x) = 0, entonces Vx = 00 x = 0.También, si
x = 0,entonces f(x) = 0. Asi, las intersecciones x y y son las mismas, es decir,
(0, 0).

EJEMPLO 5 Grafica de la funcion valor absoluto

Graficar p = G(q) = |q|
Solucion: usamos la variable independiente g para marcar al eje horizontal.

El eje de los valores de la funciéon puede marcarse como G(q) o p (véase la
fig. 3.17). Note que las intersecciones p y g son el mismo punto, (0, 0).

Nota: esquina
en el origen

FIGURA 3.17 Gréaficade p = |q.
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1

ANSEFANS
(-1, 0) N (3,0)
—1 esun 3 es cero

cero de f

FIGURA 3.18
funcion.

En general, las s

de f

Ceros de una

oluciones reales

para una ecuacion f(x) = 0son los
ceros reales de f.

FIGURA 3.19 Las raices de

Sec. 3.4 = Graficas en coordenadas rectangulares 109

La nocién de un cero es importante en el estudio de las funciones.
Definicion
Un cero de una funcion fes cualquier valor de x para el cual f(x) = 0.

Por ejemplo, un cero de la funcién f(x) = 2x — 6es3 porque f(3) = 2(3)
— 6 = 0. Aqui llamamos a 3 un cero real, ya que es un nimero real. Observa-
mos que los ceros de f pueden encontrarse haciendo f(x) = 0y resolviendo
para x. Asi, los ceros reales de una funcién son precisamente las intersecciones
x de su grafica, ya que es en estos puntos en que f(x) =0.

Para mayor ilustracion, la figura 3.18 muestra la gréfica de la funcién de
y = f(x) = x> —2x — 3. Las intersecciones x de la gréfica son —1y 3. Asi,—

1y 3son ceros de f, o lo que es equivalente a decir que —1 y 3 son las solucio-
nes de la ecuacién x> —2x —3=0.

Para resolver la ecuacién x* = 3x — 1 con una calcu-

A

ladora gréfica, primero expresamos la ecuacion en la
forma f(x) = 0.

4 f(x)=x>—3x+1=0.

[

Después graficamos f'y luego estimamos las intersec-
ciones x, ya sea utilizando el acercamiento (zoom) y

-5

rastreo, o por medio de la operacién de extraccion de
raices (véase la fig. 3.19). Observe que definimos nues-
traventanapara—4 =x =4y—5=y=>5.

x* — 3x + 1 = 0 son aproxima-

damente —1.88,0.35, y 1.53.

La figura 3.20 muestra la grafica de alguna funciéon y = f(x). El punto
(x, f(x)) implica que, al nimero de entrada x en el eje horizontal, le correspon-
de el nimero de salida f(x) en el eje vertical, como lo indica la flecha. Por

ejemplo, a la entrada 4 le corresponde la salida 3, de modo que f(4) = 3.

y

-

f(x) (x, f(x))

Rango:
today=0
f(4) =3
N
4 X X

N\ — J

Dominio: todos los numeros reales

FIGURA 3.20 Dominio, rango y valores funcionales.
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De la forma de la grafica, parece razonable suponer que para cualquier valor
de x existe un ndmero de salida, de modo que el dominio de fson todos los nu-
meros reales. Observe que el conjunto de todas las coordenadas y puntos en la
gréfica es el conjunto de todos los nlimeros no negativos. Asi, el rango de f es
toda y = 0. Esto muestra que podemos hacer una deduccion acertada acerca
del dominio y rango de una funcién viendo su gréfica. En general, el dominio
consiste en todos los valores x que estan incluidos en la grifica, y el rango son
todos los valores y en esa grifica. Por ejemplo, la figura 3.16 implica que el do-
minio y el rango de f(x) = \V/x son todos los niimeros no negativos. De la fi-
gura 3.17 queda claro que el dominio de p = G(gq) = |g|son todos los niimeros
reales y que el rango es toda p = 0.

EJEMPLO 6 Dominio, rango y valores de la funcién

La figura 3.21 muestra la gréfica de una funcién F. A la derecha de 4 se supo-
ne que la grafica se repite indefinidamente. Entonces el dominio de F es toda
t = 0. Elrango es —1 = s = 1. Algunos valores de la funcién son

F(0) =0, F(1) =1, F(2) =0, F(3) = —1
|
S
1k s = F(t)
Rango: 1 1 / t
1=s=1 1 2W4

-1+

S ~ J

Dominio: t=0

FIGURA 3.21 Dominio, rango y valores

funcionales.
Tecnologia
5 Utilizando una calculadora grafica podemos estimar el
‘I\ rango de una funcién. La grafica de
flx) =6x* — 81x° + 1
g ) 2 se muestra en la figura 3.22. El punto més bajo en la
Hinimur grafica corresponde al valor minimo de f(x), y el ran-
H=i.0izumey |v=-1.101891 ! ’
go son todos los nimeros reales mayores o iguales a
este minimo. Podemos estimar el valor minimo para y
FIGURA 3.22 Elrango de utilizando rastreo y acercamiento (zoom), o bien se-
F(x) = 6x* — 8.1x° + les leccionando la operacién “minimo”.
aproximadamente [—1.10, co).
e —

EJEMPLO 7 Grafica de una funcion definida por partes
Graficar la funcion definida por partes
x, si0=x <3,

f(x) =4x —1, si3=x=35,
4, sis<x=7.
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Solucion: el dominio de fes 0 = x = 7. La grafica se da en la figura 3.23,
donde el punto hueco significa que éste no estd incluido en la gréfica. Observe
que el rango de f'son todos los nimeros reales y tales que 0 = y = 4.

—® Principios en prdctica 4
Grafica de una funcion definida
por partes

Para alentar el ahorro, una compa-
fia de gas cobra dos tarifas. Usted
paga $0.53 por termia para un
consumo de 0-70 termias, y $0.74

por cada termia por encima de 70. f(x) _
Haga la grafica de la funcion defi- X si 0=x<3,
nida por partes, que representa el ar f(x) = x=1, si3=x=5,
costo mensual de ¢ termias de gas. Rango: ol 4, si5<x<7.
0O=y=4 L
L1 1 1 1 1 1
3 5 7 %
-
Dominio: 0 = x=7

FIGURA 3.23 Gréfica de una funcion definida por partes.

Existe una manera fécil para determinar si una curva es o no la gréfica
de una funcién. En la figura 3.24(a) observe que con la x dada existen aso-
ciados dos valores de y: v, y ¥,. Asi, la curva no es la grafica de una funcién
de x. Viéndolo de otra manera, tenemos la siguiente regla general llamada
prueba de la recta vertical. Si una recta vertical L puede dibujarse de modo
que interseque a una curva en al menos dos puntos, entonces la curva no es
la gréfica de una funcién de x. Cuando tal recta vertical no puede dibujarse
del mismo modo, la curva sf es la grafica de una funcién de x. En consecuen-
cia, las curvas de la figura 3.24 no representan funciones de x, pero las de la
figura 3.25 si.

(b) (©)

FIGURA 3.24 yno es una funcién de x.

/[\V \f\ x x

FIGURA 3.25 Funciones de x.
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QN Ejercicio 3.4

N ocmplin o

EJEMPLO 8 Una grafica que no representa una funcion de x

Graficar x = 2y>.

Solucion: aqui es mas facil seleccionar valores de y y después encontrar los
correspondientes a x. La figura 3.26 muestra la gréifica. Por medio de la prueba
de la recta vertical, la ecuacién x = 2y” no define una funcién de x.

18

X =2)?

FIGURA 3.26 Gréfica de x = 2)”.

En los problemas 1 y 2 localice y marque cada uno de los puntos dados y, si es posible, indique el cuadrante al que pertenece ca-

da punto.

L (2,7),(8,73), (—2,—2), (0,0).

b. (Cuél es el dominio de f?
c. (Cudles el rango de f?
d. ;Cuél es un cero real de f?

2. (—4,5),(3,0),(1,1), (0,—6).

3. La figura 3.27(a) muestra la grafica de y = f(x). 4. Lafigura 3.27(b) muestra la grafica de y = f(x).
a. Estime £(0),f(2),f(4),yf(2). a. Estime f(0)y f(2).

b. ;Cual es el dominio de f?

c. (Cudles el rango de f?

d. ;Cuél es un cero real de f?

5. La figura 3.28(a) muestra la graficade y = f(x). 6. La figura 3.28(b) muestra la grafica de y = f(x).
a. Estime £(0), £(2), f(3),y f(4).

b. ;Cual es el dominio de f?

c. (Cuéles el rango de f?

d. ;Cuél es un cero real de f?

a. Estime f(0),f(1),yf(—1).
b. ;Cuél es el dominio de f?
c. (Cudles el rango de f?

d. ;Cuadl es un cero real de f?

y
sl
1/2‘ y= |f(X)
— 2 4
(@)
FIGURA 3.27

Diagrama para los problemas 3 y 4.

(b)

(b)

FIGURA 3.28 Diagrama para los problemas 5y 6.
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En los problemas del 7 al 20 determine las intersecciones de la grifica de cada ecuacion y haga el bosquejo de la grifica. Con ba-
se en su grdfica, jes y una funcion de x?, si es asi, jcudl es su dominio y cudl su rango?

7. y = 2x. 8. y=x+1. 9. y=3x — 5. 10. y =3 — 2x.
3
11. y = x% 12, y=—. 13. x=0. 14. y = 4x* — 16.
X
15. y = x°. 16. x = —4. 17. x = —3y2% 18. x2 = y2
19.2x +y —2=0. 20. x +y=1
En los problemas del 21 al 34 grafique cada funcion y determine su dominio y rango. También determine las intersecciones.
21 s = f(t) =4 — 2. 22, f(x) =5—2x% 23. y=g(x) =2. 24. G(s) = 8.
25. y = h(x) = x> — 4x + 1. 26. y = f(x) =x*+2x — 8.
1
27. f(t) = —¢. 28. p=nh(q) =q(3 + q). 29. s=F(r)=Vr—5. 30. F(r) = ——.
r
16 2
3. f(x) =|2x — 1| 32. v=H(u)=|u—3| 33. F(t)Z?. M. y=f(x)= "
Y —

En los problemas del 35 al 38 grafique cada funcion definida por partes y determine su dominio y rango.

. _ |p,si0=p <6, 41. Determinacion de precios Para alentar un flujo cons-
35. c=g(p) = 5, sip=6. tante de clientes, un restaurante varia el precio de un
platillo a lo largo del dia. De 6:00 P.M. a 8:00 PM., los

36. f(x) = {2x_+ i’ S? l=x<2 clientes pagan el precio completo. En el almuerzo, de
9 ¥, six=2. 10:30 A.M. hasta las 2:30 PM., los clientes pagan la
37, g(x) = {x + 6, six =3, mitad del precio. De 2:30 PM. hasta las 4:30 PM., los
x?, six < 3. clientes obtienen un dolar de ahorro del precio del
x4+ 1,80 < x=3, alm.uerzo. De 4:30 P.M. hasta las 6:00 P.M.,los.clientes
38. f(x) = 4, si3<x=5. obtienen $5.00 de ahorro con respecto al precio de la

cena. De 8:00 PM. hasta el cierre, a las 10:00 PM., los
clientes obtienen $5.00 de ahorro con respecto al precio
39. (,Cuz.'lles de las graficas de la figura 3.29 representan de la cena. Grafique la funcion definida por partes para

funciones de x? representar el costo de un platillo a lo largo del dia
para un precio de cena de $18.

x—1,six>5.

y y 42. Programa de oferta Dado el siguiente programa de
oferta (véase el ejemplo 5 de la sec. 3.1), grafique cada
pareja cantidad-precio, seleccionando el eje horizontal

—_—x A;QUQUQL»X para las cantidades posibles. Aproxime los puntos entre

los datos por medio de una curva suave. El resultado

(a) (b) es la curva de la oferta. Con base en la grafica, determine

la relacion entre el precio y la oferta (esto es, cuando se

incrementa el precio, ;qué le pasa a la cantidad ofreci-

y Y da?). ;El precio por unidad es una funcién de la canti-
dad de oferta?

(c) (d) Cantidad ofrecida
por semana, q Precio por unidad, p
FIGURA 3.29 Diagrama para el problema 39.
30 $10
40. Pagos de una deuda Janelle tiene cargos por $1800 100 20
en sus tarjetas de crédito. Ella planea pagarlas por me- 150 30
dio de pagos mensuales de $175. Escriba una ecuacion 190 40

que represente el monto de su deuda, excluyendo los
cargos financieros, e identifique las intersecciones con 210 50
los ejes.
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43. Programa de demanda La tabla siguiente se conoce 44. Inventario Haga un bosquejo de la grafica de
como programa de demanda. Este indica la cantidad
de la marca X que los consumidores demandan (esto —100x + 1000, si0 < x < 7,
es, compran) cada semana a cierto precio (en dolares) y = f(x) =<{—100x + 1700, si7 = x < 14,

por unidad. Trace cada par precio-cantidad seleccio-
nando el eje vertical para los precios posibles y una los
puntos con una curva suave. De esta manera , aproxi-
mamos los puntos entre los datos dados. El resultado
se llama la curva de demanda. Con base en la gréfica,

—100x + 2400, sil4 = x < 21.

Una funcién como ésta podria describir el inventario y
de una compaiiia en el instante x.

determine la relacion entre el precio de la marca X'y as. Psicolognia} E.n un exper%mento psic?légico sobre

la cantidad que serd demandada (esto es, cuando el informacién visual, un sujeto observé brevemente un
precio disminuye, qué le pasa a la cantidad deman- arreglo de letras, después se le p1d}0 recordar tar}tag le-
dada?). El precio por unidad, jes una funcion de la tras de'l'arreg.IO como le fuese posible. El procedimiento
cantidad demandada? se repitio varias veces. Suponga que y es el nimero

promedio de letras recordadas de arreglos con x letras.
La grafica de los resultados aproximadamente se ajusta

Cantidad Precio, a la grafica de
demandada, q por unidad, p
x, 810 =x =4,
. $20 y=f(x)=q3x +2, si4 < x =5,
10 10 45,515 < x =12
20
25 4

Grafique esta funcion.®

= Enlos problemas del 46 al 49 utilice una calculadora grifica para determinar todas las raices reales de la ecuacién dada. Re-
dondee las respuestas a dos decimales.

46. 7x* + 2x = 3. 47. x(x> —3)=x*+ 1
48. (9x + 3.1)2 = 7.4 — 4x% 49. (x —2)*=x*—-3.
= En los problemas del 50 al 53 utilice una calculadora grifica para determinar todos los ceros reales de la funcién dada. Re-

dondee las respuestas a dos decimales.

50. f(x) = x>+ 5x+ 7. 51 f(x) = x* —2.5x° — 2.
52. g(x) = x* —2.5¢° + x. 53. g(x) = V3xS — 4x? + 1.

= Enlos problemas del 54 al 56 utilice una calculadora grdfica para determinar (a) el valor mdximo de f(x) y (b) el valor minimo
de f(x) para los valores indicados de x. Redondee las respuestas a dos decimales.

54. f(x) = x* — 41x° + x> + 10, 1=x=4 55. f(x) =x21x* =372 —x*+1, —-1=x=1.
x2—4
6. = 3=x=5.
5 f(x) 2x _ 57 X
=57, A partir de la grafica de f(x) = V2x* + 1.1x2 + 4 % 58. Con base en la grafica de f(x) = 2 — 3x* — x*de-
determine (a) el rango y (b) las intersecciones. Re- termine (a) el valor maximo de f(x), (b) el rango
dondee los valores a dos decimales. de fy (c) los ceros reales de f. Redondee los valores
- 2 +9 a dos decimales.
© 59. De la grafica de f(x) = ——=, determine (a) el 415 + V2
38 + Vi = 60. Grafique f(x) = #para2 =x=5.
valor minimo de f(x), (b) el rango de f, (c) las inter- =3
secciones y (d) ; Tiene f ceros reales? Redondee los Determine (a) el valor maximo de f(x), (b) el valor

valores a dos decimales. minimo de f(x), (¢) el rango de fy (d) todas las in-

tersecciones. Redondee los valores a dos decimales.
®Adaptado de G. R. Loftus y E. F. Loftus, Human Memory: The
Processing of Information (Nueva York: Lawrence Erlbaum

Associates, Inc., distribuido por Halsted Press, Division de John
Wiley & Sons, Inc., 1976).



Estudiar la simetria
con respecto al eje x, al eje y y al
origen, y aplicar la simetria en el
trazado de curvas.

FIGURA 3.30 Simetria
con respecto al eje y.

FIGURA 3.31 Simetria
con respecto al eje x.
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3.5 SIMETRIA

Examinar el comportamiento gréafico de las ecuaciones es parte fundamental
de las matematicas. En esta seccion examinaremos ecuaciones para determi-
nar si sus gréficas tienen simetria. En un capitulo posterior se vera que el célcu-
lo es de gran ayuda en la graficacion, con base en €l se determina la forma de
una gréfica, ya que proporciona técnicas muy utiles para determinar si una
curva se une o no de manera “suave” entre los puntos.

Considere la grafica de y = x*en la figura 3.30. La parte a la izquierda del
eje y es el reflejo (o imagen de espejo) de la parte de la derecha del mismo eje,
y viceversa. Con mayor precision, si (x, y,) es cualquier punto sobre la grafi-
ca, entonces el punto (—x,, y;) también debe pertenecer a la grafica. Decimos
que esta grafica es simétrica con respecto al eje y.

Definicion
Una grafica es simétrica con respecto al eje y sisolo si (—x,, y,) pertenece a la
grafica cuando (x, y,) estd en ella.

EJEMPLO 1 Simetria con respecto al eje y
Utilice la definicién anterior para demostrar que la grifica de y = x° es simétri-
ca con respecto al eje y.
Solucién: suponga que (x,, y,) es cualquier punto de la grafica de y = x>
Entonces

Yo = X¢.
Debemos mostrar que las coordenadas de (—x,, y,) satisfacen y = x?
(Yo = (—x0)*?
(Yo = x3?

Pero, de lo anterior sabemos que y, = x3. Asf, la gréfica es simétrica con res-
pecto al eje y.

Cuando demostramos la simetria en el ejemplo 1, (x,, y,) pudo haber sido
cualquier punto sobre la gréfica. Por conveniencia, de aqui en adelante omiti-
remos los subindices. Esto significa que una gréfica es simétrica con respecto
al eje y, si al reemplazar x por —x en su ecuacidn, nos resulta una ecuacién
equivalente.

Otro tipo de simetria se muestra por medio de la grafica de x = y” en la fi-
gura 3.31. Aqui la parte de la grafica debajo del eje x es la reflexion con respec-
to del eje x, de la parte que se encuentra por arriba de éste, y viceversa. Si el
punto (x, y) pertenece a la grafica, entonces (x, —y) también pertenece a ella.
Esta grafica se dice que es simétrica con respecto al eje x.

Definicion
Una grafica es simétrica con respecto al eje x siy sélo si (x, —y) pertenece a la
gréafica cuando (x, y) pertenece a ella.

Asi, la gréafica de una ecuacion en x y y tendra simetria con respecto al eje x,
si al reemplazar y por —y resulta una ecuacion equivalente. Por ejemplo, apli-
cando esta prueba a la grafica de x = y*> mostrada en la figura 3.31 se obtiene

x = (—y),

— 2
X=X,
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FIGURA 3.32 Simetria con
respecto al origen.

la cual es equivalente a la ecuacién original. Asi podemos afirmar que la grafica
es simétrica con respecto al eje x.

Un tercer tipo de simetria, simetria con respecto al origen, se ilustra por la
grafica de y = x* (véase la fig. 3.32). Siempre que el punto (x, y) pertenezca
a la grafica, (—x, —y) también pertenecerd a ella. Como resultado de esto, el
segmento de linea que une a los puntos (x, y) y (—x, —y) esta bisecado por
el origen.

Definicion
Una gréfica es simétrica con respecto al origen siy solo si (—x, —y) pertenece
a la grafica cuando (x, y) pertenece a ella.

Asi, la gréfica de una ecuacién en x y y tendré simetria con respecto al ori-
gen, si al reemplazar x por —x y y por —y, resulta una ecuacion equivalente.
Por ejemplo, aplicando esta prueba a la grafica de y = x* mostrada en la figu-
ra 3.32, se obtiene

-y = (_)C)3,
—y =—x,
y=x,

que es equivalente a la ecuacion original. De acuerdo con esto, la gréfica es si-
métrica con respecto al origen.

La tabla 3.1 resume las pruebas para la simetria. Cuando sabemos que una
gréfica tiene simetria, podemos hacer su bosquejo con menos puntos de los
que, de otra manera, serian necesarios.

TABLA 3.1 Pruebas para la simetria

Simetria con Reemplace y por —y en la
respecto al eje x ecuacion dada. Es simétrica si se
obtiene una ecuacion equivalente.
Simetria con Reemplace x por —x en la
respecto al eje y ecuacion dada. Es simétrica si se

obtiene una ecuacién equivalente.

Simetria con Reemplace x por —xy y por —y en
respecto al origen  la ecuacion dada. Es simétrica si se
obtiene una ecuacion equivalente.

EJEMPLO 2 Graficacion con intersecciones y simetria

1
Probar la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen de y = - Después

determinar las intersecciones y hacer el bosquejo de la grifica.

Solucion:
Simetria Con respecto al eje x: al reemplazar y por —y en y = 1/x se obtiene

1 1

Yy 0Ty

que no es equivalente a la ecuacion dada. Por tanto, la grafica no es simétrica
con respecto al eje x.

Con respecto al eje y: al reemplazar x por —x en y = 1/x se obtiene



Simétrica con

respecto al origen

1

No hay
intersecciones

x | | F]1]2]|4
y |4 |2 |1] %]+
FIGURA 3.33 Gréficade y = —
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que no es equivalente a la ecuacién dada. De este modo la grafica no es simé-
trica con respecto al eje y.

Con el origen: al reemplazar x por —xy y por —y en y =1 /x, se obtiene

1
— = — le) = —
Y= Y=y

que es equivalente a la ecuacion dada. Asi, podemos afirmar que la gréfica si es
simétrica con respecto al origen.

Intersecciones Como x no puede ser cero, la grafica no tiene intersecciones
con el eje y. Siy es 0, entonces 0 = 1/x, pero esta ecuacion no tiene solucion.
Por tanto, no existen intersecciones con el eje x.

Discusion Puesto que no existen intersecciones, la gréafica no puede intersecar
a ninguno de los ejes. Si x > 0, sélo obtenemos puntos en el primer cuadrante.
La figura 3.33 muestra la parte de la grafica en el cuadrante 1. Por simetria, refle-
jamos esa parte con respecto al origen para obtener toda la grafica.
I—— |

EJEMPLO 3 Graficacion con intersecciones y simetria

Probar por la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen para
y = f(x) = 1 — x* Después encontrar las intersecciones y hacer el bosquejo
de la grifica.

Solucion:
Simetria Con el eje x: al reemplazar y por—yeny = 1 — x*se obtiene
—y=1—x* o y=—-1+x*
que no es equivalente a la ecuacion dada. Asi, la gréfica no es simétrica con
respecto al eje x.
Con el eje y: al reemplazar x por —xen y = 1 — x*se obtiene
ey P p y
y=1—(=x)" o y=1-—x"
que si es equivalente a la ecuacion dada. De este modo afirmamos que la gra-
fica si es simétrica con respecto al eje y.
Con el origen: al reemplazar x por —xy ypor—yeny = 1 — x*se obtiene
—y =1 (—x)4 —y=1—x* y =—1+ x*
que no es equivalente a la ecuacién dada. Asi, la gréfica no es simétrica con
respecto al origen.
Intersecciones Para examinar las intersecciones con el eje x hacemos y = 0
eny = 1 — x* Entonces
1—x*=0
(1—=x)(1+x*)=0,
(1—x)1+x)1+x*)=0

X

>

1 o x=-—1.

Por tanto, las intersecciones x son (1,0) y (—1,0). Para examinar las intersecciones
v, hacemos x = 0. Entonces y = 1, de modo que (0, 1) es la inica interseccion y.
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Discusion  Si se grafican las intersecciones y algunos puntos (x, y) a la dere-
cha del eje y, podemos hacer el bosquejo de toda la gréfica utilizando la sime-
tria con respecto al eje y (véase la fig. 3.34).

x|y Y

0 1 Interseccion y\ y=f)=1-x*
1|1 f

2 16

Interseccion x

N[}

X

-1 1
1 0 \Intersecci()n

N

El eje y es eje de simetria

FIGURA 3.34 Gréficadey =1 — x*.

En el ejemplo 3 mostramos que la graficade y = f(x) = 1 — x*no tiene
simetria respecto al eje x. Con la excepcion de la funcion constante f(x) = 0,
la grifica de cualquier funcion y = f(x) no puede ser simétrica con respecto al
eje x, ya que tal simetria implica dos valores de y para el mismo valor de x, lo
cual viola la definicién de funcién.

EJEMPLO 4 Graficacion con intersecciones y simetria

Para la grifica 4x* + 9y> = 36, probar por las intersecciones y simetrias. Ha-
cer el bosquejo de la grifica.

Solucion:

Intersecciones Si y = 0, entonces 4x> = 36, de esta manera x = +3. Por
tanto, las intersecciones con el eje x son (3, 0) y (—3, 0). Si x = 0, entonces
9y? = 36y de esta manera, y = 42. Por tanto, las intersecciones con el eje y
son (0,2) y (0,—2).

Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —y en 4x> + 9y? = 36 se obtiene
4x* + 9(—y)* =36, o 4x* + 9y* = 36.

Ya que obtenemos la ecuacién original, afirmamos que existe simetria con res-
pecto al eje x.

Con el eje y: al reemplazar x por —x en 4x> + 9y? = 36 se obtiene
4(—)c)2 +9y? =136, o 4x*+ 9y’ = 36.

Otra vez obtenemos la ecuacién original, de modo que también existe simetria
con respecto al eje y.

Con el origen: al reemplazar x por x y y por —y en 4x> + 9y? = 36 se obtiene
4(—x)* + 9(—y)* = 36, o 4x* + 9> = 36.

Ya que ésta es la ecuacion original, la grafica también es simétrica con respec-
to al origen.

Discusion En la figura 3.35 se grafican las intersecciones y algunos puntos en
el primer cuadrante. Después los puntos se unen por medio de una curva suave.
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Los puntos del cuarto cuadrante se obtienen por simetria con respecto al
eje x. Después, por simetria con respecto al eje y, se determina toda la gra-
fica. Existen otras formas de graficar la ecuacion utilizando la simetria. Por
ejemplo, después de graficar las intersecciones y algunos puntos en el primer
cuadrante, por simetria con respecto al origen podemos obtener el tercer cua-
drante. Por simetria con respecto al eje x (o al eje y) podemos obtener la grafi-
ca completa.

I—— |

x|y y

3] 0 5 4x*+9y2=36

0 +2
X

1% 3 3

2 2%@ Simetria con respecto al eje x,

. -2 al eje yy al origen.

5 11

2 3

FIGURA 3.35 Griéfica de 4x*> + 9y? = 36.

Este conocimiento nos puede ayu- En el ejemplo 4 la gréfica es simétrica con respecto al eje x, al eje y y al ori-

dara ahorrar tiempo al verificar las - oo Con base en ella puede mostrarse que para cualquier grafica, si existen

simetrias. . . s . .2 o 4o
dos de los tres tipos de simetria, entonces el tipo restante también debe existir.

QN Ejercicio 3.5 |

En los problemas del 1 al 16 determine las intersecciones con el eje x y con el eje y de las grificas de las ecuaciones. También,
pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. No haga el bosquejo de las grdificas.

1. y = 5x. 2. y=f(x)=x>—4 3. 202+ yxt =8 — y. 4, x = y°.

5. 9x% — 4y* = 36. 6. y=71. 7. x = 2. 8. y=|2x|—2.

9. x =—y 10. y = Vx?—25. 1. x —4y — > +21=0. 12. x> + xy + y> = 0.
x? 3 xt

13.y=f(x)=x2+5. 14. >+ xy+y>=0. 15.y=m. 16.y=x+y.

En los problemas del 17 al 24 determine las intersecciones con el eje x y con el eje y de las grdficas de las ecuaciones. También,
pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. Después haga el bosquejo de las grificas.

17. 2x + y* = 4. 18. x = y* 19. y = f(x) = x* — 4x. 20. 3y = 5x — x°.
21 |x| — |yl =0 22. x2+ y*=16. 23. 4x* + y? = 16. 24, x* — y? = 1.

= 25. Pruebe que la graficade y = f(x) =2 — 0.03x> — x* % 26. Pruebe que la gréficade y = f(x) = 2x* — 7x> + 5

es simétrica con respecto al eje y y después grafique la es simétrica con respecto al eje y y después grafique
funcion. (a) Haga uso de la simetria en donde sea posi- la funcién. Determine todos los ceros reales de f. Re-
ble para encontrar todas las intersecciones. Determine dondee sus respuestas a dos decimales.

(b) el valor méaximo de f(x),y (c) el rango de f. Redon-
dee todos los valores a dos decimales.
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Familiarizarse con las
formas de las graficas de seis
funciones basicas, y considerar la
traslacion, la reflexion y el alar-
gamiento y contraccion vertica-
les de la grafica de una funcion.
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3.6 TRASLACIONES Y REFLEXIONES

Hasta ahora nuestro enfoque para graficar se ha basado en la graficacion de
puntos y en el uso de cualquier simetria que exista. Pero esta técnica no es ne-
cesariamente la preferida. Més adelante analizaremos graficas utilizando otras
técnicas. Sin embargo, como algunas funciones y sus gréficas asociadas apare-
cen con mucha frecuencia, para propésitos ilustrativos, encontramos tutil me-
morizarlas. La figura 3.36 muestra seis de tales funciones.
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FIGURA 3.36 Funciones utilizadas con frecuencia.

FIGURA 3.37 Graéfica de
y=x>+2

A veces, al modificar una funcién mediante una manipulacion algebraica, la
gréfica de la nueva funcién puede obtenerse a partir de la gréfica de la funcion
original realizando una manipulacién geométrica. Por ejemplo, podemos utili-
zar la grafica de f(x) = x* para graficar y = x* + 2. Observe que y = f(x) +2. Por
tanto, para cada x, la ordenada correspondiente para la grafica de y = x> +2, es
2 unidades mayor que la ordenada para la grafica de f(x) = x°. Esto significa que
la grafica de y = x*> +2 es la grafica de f(x) = x* desplazada o trasladada, 2 uni-
dades hacia arriba (véase la fig. 3.37). Decimos que la gréfica de y = x> + 2 es
una transformacién de la grafica de f(x) = x*. La tabla 3.2 presenta una lista de
los tipos basicos de transformaciones.

EJEMPLO 1 Traslacion horizontal

Hacer el bosquejo de la grificade y = (x — 1)°.

Solucion: observamos que (x — 1) es x* con x reemplazada por x — 1. Por
tanto, si f(x) = x°, entonces y = (x — 1)* = f(x — 1), que tiene la forma
f(x — ¢),donde ¢ = 1. De la tabla 3.2, 1a graficade y = (x — 1)%es la grafi-
cade f(x) = x* desplazada una unidad a la derecha (véase la fig. 3.38).
I—— |
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y TABLA 3.2 Transformaciones, ¢ > 0
Como transformar la grafica de y = f(x)
Ecuacion para obtener la grafica de la ecuacién
f(x) = X3 ——
- y=(x—1)° 1.y=f(x) +c Desplazar ¢ unidades hacia arriba
r 2.y =f(x) —c Desplazar c unidades hacia abajo
—1I [11 X 3.y =f(x —¢) Desplazar ¢ unidades hacia la derecha
4.y = f(x +¢) Desplazar ¢ unidades hacia la izquierda
S.y = —f(x) Reflejar con respecto al eje x
6.y = f(—x) Reflejar con respecto al eje y
7.y =cf(x),c > 1 Alargar verticalmente alejandose del eje x

por un factor de ¢

. _ _1\3
FIGURA 3.38  Gréficade y = (x —1)" 8. y=cf(x),c <1 Contraer verticalmente hacia el eje x

por un factor de ¢

EJEMPLO 2 Contraccion y reflexion

Hacer el bosquejo de la grdficade y = —%\/;c

Solucion: podemos resolver este problema en dos pasos. Primero, observe
que %\/;c es Vx multiplicada por 3. Asi, si f(x) = \/;c, entonces
%\/; = 3 f(x), que tiene la forma cf(x),con ¢ = 3. De modo que la grafica de
y = 2V x es la gréfica de f comprimida verticalmente hacia el eje x por un fac-
tor de 5 (transformacién 8, tabla 3.2; véase la fig. 3.39). Segundo, el signo menos
eny = —%\/; provoca una reflexion en la gréfica de y = %\/; con respecto
al eje x (transformacion 5, tabla 3.2; véase la fig. 3.39).

y
f(x) =/x
Al (x) =%
1 y—%\/x
| | | |
1 4 x
y==3x

1
FIGURA 3.39 Para graficar y = — 5\/},
comprima y = Vx y refleje el resultado

con respecto al eje x.
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Ejercicio 3.6

En los problemas del 1 al 12 utilice las grdficas de las funciones de la figura 3.36 y las técnicas de transformacion, para graficar

las funciones dadas.
1. y=x*>—2 2. y=—x"

S.y=—.

6. = + 1.
3x y = 1]

9. y=1—(x — 1) 10. y = (x — 1) + 1.

1
3. y= . 4. y=Vx + 2.
x—2
7. y=|x+1—2 8. y=—1x
5
11. y= V—x. 12. y=2 .
— X

En los problemas del 13 al 16 describa qué debe hacerse a la grifica de y = f(x) para obtener la grifica de la ecuacion dada.

13,y = f(x — 4) + 3. 14. y = f(x +3) — 4

15. y = f(—x) — 5. 16. y = —f(x + 3).

=17 Grafique la funcién y = Vx + k parak=0,1,2,3,
—1,—2y —3. Observe las traslaciones verticales
comparadas con la primera grafica.

Grafique la funcién y = Vx + k parak=0,1,2,3,
—1,—2y —3. Observe las traslaciones horizontales
comparadas con la primera grafica.

18

« 'REPASO

Términos y simbolos importantes

"~ 19. Grafique la funcién y = kY x para=1,2,}y3.
Observe el alargamiento y la contraccion verticales
comparadas con la primera gréfica. Grafique la fun-
cion para k =—2. Observe que la grafica es la misma
que la obtenida por medio de un alargamiento, en un
factor de 2, de la reflexion de y = \3& con respecto
al eje x.

Seccion 3.1 funcién dominio rango

funcional cociente de diferencia,

funcién constante
por partes valor absoluto | x|

f+teg f—¢ fg flg

Seccion 3.2 funcién polinomial

Seccion 3.3

feg

variable independiente
flx +h) — f(x)
h

funcién lineal
factorial r!

variable dependiente valor

fx)

funcién de demanda funcion de oferta

funcion cuadréatica funcién definida

funcién racional

composicion de funciones

Seccion 3.4 sistema de coordenadas rectangulares ejes de coordenadas origen plano x,y par ordenado
(x,y) coordenadas de un punto coordenada x coordenada y abscisa ordenada
cuadrante gréfica de una ecuacion interseccion x interseccion y gréfica de una funcion

eje de valores de la funcion

Seccion 3.5  simetria con respecto al eje x

Resumen

ceros de una funciéon
simetria con respecto al eje y

prueba de la recta vertical

simetria con respecto al origen

Una funcion f es una regla de correspondencia que
asigna exactamente un numero de salida f(x) a cada
numero de entrada x. Por lo regular, una funcion se es-
pecifica por medio de una ecuacién que indica lo que
debe hacerse a una entrada x para obtener f(x). Para
obtener un valor particular f(a) de la funcién, reem-
plazamos cada x en la ecuacion por a.

El dominio de una funcién consiste en todos los
numeros de entrada, y el rango consiste en todos los nu-
meros de salida. A menos que se diga lo contrario, el
dominio de f consiste en todos los nimeros reales x
para los cuales f(x) también es un nimero real.

Algunos tipos especiales de funciones son: funcio-
nes constantes, funciones polinomiales y funciones ra-
cionales. Una funcion que esta definida por medio de
mas de una expresion se denomina funcion definida
por partes.

En economia, las funciones de oferta y las fun-
ciones de demanda dan una correspondencia entre el
precio p de un producto y el nimero de unidades g del
producto, que los productores (o consumidores) ofre-
cerdn (o comprardn) a ese precio.

Dos funciones fy g pueden combinarse para formar
una suma, diferencia, producto, cociente o composicién
como sigue:



(f +g)x) = f(x) + g(x),
(f — &)(x) = f(x) — g(x),
(fg)(x) = f(x)g(x),
€
g( ) g(x)’

Un sistema de coordenadas rectangulares nos
permite representar de manera geométrica ecuacio-
nes en dos variables, asi como funciones. La grafica
de una ecuacion en x y y consiste en todos los puntos
(x, y) que corresponden a las soluciones de la ecua-
cion. Para obtenerla trazamos un numero suficiente
de puntos y los conectamos (en donde sea apropia-
do), de modo que la forma bésica de la grafica sea vi-
sible. Los puntos en donde la gréfica interseca al eje
x y al eje y se denominan interseccién x e intersec-
cion y, respectivamente. Una interseccion x se en-
cuentra al hacer y igual a cero y resolver para x; una
interseccion y se encuentra al hacer x igual a cero y
resolver para y.

La grafica de una funcion fes la gréfica de la ecua-
ciéon y = f(x) y consiste en todos los puntos (x, f(x))
tales que x estd en el dominio de f. Los ceros de fson
los valores de x para los cuales f(x) = 0. Con base en
la grafica de una funcion, es facil determinar el domi-
nio y el rango.

Problemas de repaso
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Para verificar que una grafica representa a una
funcion utilizamos la prueba de la recta vertical. Una
recta vertical no puede cortar a la gréafica de una fun-
cién en més de un punto.

Cuando la gréfica de una ecuacion tiene simetria,
el efecto de imagen de espejo nos permite bosquejar la
grafica con menos puntos que de otra forma serian ne-
cesarios. Las pruebas para simetria son las siguientes:

Simetria con respecto Reemplace y por —y en la
al eje x ecuacion dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.

Simetria con respecto Reemplace x por —x en la
al eje y ecuacion dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.

Simetria con respecto Reemplace x por —xy y
al origen por —y en la ecuacion dada.

Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente.

Algunas veces la gréfica de una funcién puede ob-
tenerse a partir de una funcién conocida, por medio
de un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia aba-
jo, un desplazamiento horizontal hacia la derecha o
hacia la izquierda, una reflexién con respecto al eje x
o al eje y, o bien un alargamiento o una contraccion
vertical en direccién del eje x. Tales transformaciones
estan indicadas en la tabla 3.2 de la seccion 3.6.

Los problemas cuyo niimero se muestra en color se sugiere utilizarlos como examen de practica del capitulo.

En los problemas del 1 al 6 proporcione el dominio de cada funcion.

X

A

Vi

x—1

4. G(x) = 18. 5. h(x) =

2. g(x) = x*— 6)x|. 3. F(t) =7t + 4

En los problemas del 7 al 14 determine los valores funcionales para la funcién dada.

7. f(x) = 3x* = dx + 75 £(0), f(=3), f(5), f(0).

9. G(x) = Vx — 1, G(1),G(5),G(1 + 1), G(x).
1L A(u) = 7”;4; h(5), h(—4), h(x), h(u — 4).
4, six <2

13- f(x) = { 8 — x% six >2;

f(4), f(=2), £(0), £(10).

En los problemas del 15 al 18 determine (a) f(x + h)y (b) Ul

15. f(x) =3 — 7x. 16. f(x) = 11x> + 4.

x + h) — f(x)

8. g(x) =4 g(4), () g(—156), g(x + 4).

10. F(x) = i I i; F(—1), F(0), F(5), F(x + 3).
s — 4)?
12, H(s) = % H(=2), H(7), H(), H(x?).

qg,si—1=¢g<0
14. h(q) = 3 —¢q,si0=¢g <3;
2¢°,si3=q=5

h(0), h(4), h(=3), h(3).

s simplifique sus respuestas.

h
17. f(x) =4x>+2x — 5. 18. f(x) =
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19. Sif(x) = 3x — 1yg(x) = 2x + 3,determine losiguiente: 20, Si f(x) = x>y g(x) = 2x + 1, determine lo siguiente:
a (ftg)x). b (f+g)4). ¢ (f—gx). a (ftg)x). b (f —g)x). e (f—g)(=3).
LW e GO i@, LW et i)

g (feg)(x). h. (fog)(5). & (g°f)(x). g (feg)(x), he (gef)(x). i (gof)(—4).

En los problemas del 21 al 24 determine (f » g)(x) v (g * f)(x).

2. f(x) = % g(x) = x — 1. 2. f(x) =" : Log=Va

23. f(x) = Vx +2, g(x) = 24. f(x) =2, g(x)=3.

En los problemas 25 y 26 encuentre las intersecciones de la grifica de cada ecuacion, y examine la simetria con respecto al eje x, al
eje y y al origen. No haga un bosquejo de las grificas.
xy?

25. y = 2x — 3x°. 26. 2+ 1

= 4.

En los problemas 27 y 28 encuentre las intersecciones con el eje x y con el eje y de la grifica de cada ecuacion. También examine
la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. Después haga un bosquejo de las grificas.

27. y =9 — x2 28. y=3x— 7.

En los problemas del 29 al 32 haga la grdfica de cada funcién y proporcione su dominio y rango. También determine las intersecciones.

2

29. G(u) = Vu + 4. 30. f(x)=IxI+ 1. 3. y=g() = — 4 32. g(t)=\/4§
33. Grafique la siguiente funcion definida por partes y dé =38, Sif(x) = (4x** — 3x° + 7)°, determine (a) f(2) y

su dominio y rango: (b) £(2.3). Redondee sus respuestas a dos decimales.

_ . “* 39. Encuentre todas las raices reales de la ecuacién
() {1 x, six = 0,
= f(x) = )
Y 151X>O. 5X3_7)C2:4X_2.

34. Utilice la gréfica de f(x = Vx x para hacer un bosque- Redondee sus respuestas a dos decimales.

jodelagraficadey = Vx —2 — 1. % 40. Encuentre todas las raices reales de la ecuacion
35. Utilice la grafica de f(x) = x? para hacer un bosquejo . s 5

de la graficade y = — 3x> + 2. xt— A= (20 — 1)%
36. Ecuacion de tendencia Las ventas anuales proyecta- Redondee sus respuestas a dos decimales.

das (en délares) de un producto nuevo estan dadas por 2 41. Determine todos los ceros reales de

la ecuacién S = 150,000 + 3000z, en donde ¢ es el tiem-

po en afos, contados a partir de 2001. Tal ecuacién se f(x) = x(21x* =32 — x* + 1.

denomina ecuacion de tendencia. Determine las ventas

anuales proyectadas para 2006. ;Es S una funcion de ¢? Redondee sus respuestas a dos decimales.

= 42. Determine el rango de

37. En la figura 3.40, ;cudles gréficas representan funciones
de x? (o) = { —25x — 4, six <0,
* 6+ 41x — 2% six = 0.
y
% 43. Con base en la grafica de f(x) = —x* + 0.04x + 7,
\ encuentre (a) el rango y (b) las intersecciones. Re-
dondee los valores a dos decimales.

44. Con base en la grafica de f(x) = Vx + 3(x* — 1),
encuentre (a) el valor minimo de f(x), (b) el rango
de fy (c) todos los ceros reales de f. Redondee los va-
lores a dos decimales.

45. Grafique y = f(x) = x>+ x*, para k =0, 1, 2, 3
y 4. ;Para cudles valores de k la gréfica tiene (a) sime-
tria con respecto al eje y, (b) simetria con respecto al

=

FIGURA 3.40 Diagrama para el problema 37. origen?



Aplicacion practica
Una experiencia con los impuestos

uizd haya escuchado el viejo dicho: “Sélo existen
dos cosas seguras en la vida, la muerte y los impues-
tos”. Aqui veremos como podemos aplicar las funcio-
nes a una de estas “verdades”, a saber, los impuestos.
Se utilizara la tasa de impuesto federal de 2000 de
Estados Unidos, para una pareja casada que presenta
una declaracion conjunta. Suponga que usted quiere
determinar una férmula para la funcion f, tal que f(x)
es el impuesto en ddlares sobre un ingreso gravable de
x dolares. El impuesto estd basado en varios rangos
de ingreso gravable. De acuerdo con la tabla Y-1 del
Servicio Interno de Recaudacion (IRS, por sus siglas
en inglés; véase la fig. 3.41):

e Six es $0 0 menor, el impuesto es $0.

e Si x es mayor a $0, pero no mayor a $43,850, el im-
puesto es 15% de x.

e Six es mayor a $43,850, pero no mayor a $105,950,
el impuesto es $6,577.50 mas 28% del monto supe-
rior a $43,850.

e Six es mayor a $105,950, pero no mayor a $161,450,
el impuesto es $23,965.50 més 31% del monto su-
perior a $105,950.

¢ Sixes mayor a $161,450, pero no mayor a $288,350,
el impuesto es $41,170.50 méas 36% del monto su-
perior a $161,450.

¢ Six es mayor a $288,350, el impuesto es $86,854.50
mas 39.6% del monto superior a $288,350.

Forma Y-1 — Ultilice si su estado civil
es Casado por bienes mancomunados o viudo(a)

Si el monto de Ingrese en la

la forma 1040, forma 1040, del

linea 38, es Pero no linea 39 monto que

mayor a— mayor a— exceda a—

$0 $43,850  ----------- 15% $0

43,850 105,950 $6,577.50 + 28% 43,850

105,950 161,450 23,695.50 + 31% 105,950

161,450 288,350 41,170.50 + 36% 161,450

288,350  ceeeeeee 86,854.50 + 39.6% 288,350

FIGURA 3.41 Servicio Interno de Recaudacién 2000
Forma Y-1.

Es claro que si x = 0, entonces

f(x)=0.

Si0 < x = 43,850, entonces

f(x) = 0.15x.

Obsérvese que el impuesto sobre el ingreso grava-
ble de $43,850 es

£(43,850) = 0.15(43,850) = 6,577.50.

Si 43,850 < x = 105,950, entonces el monto por
encima de 43,850 es x — 43,850, de modo que

f(x) = 6,577.50 + 0.28(x — 43,850).

Como 6,577.50 es 15% de 43,850, para un ingreso
gravable entre $43,850 y $105,950, en esencia, usted pa-
ga impuesto a la tasa de 15% por los primeros $43,850
de ingreso y a la tasa de 28% por el ingreso restante.
Obsérvese que el impuesto sobre $105,950 es

£(105,950) = 6,577.50 + 0.28(105,950 — 43,850)
= 6,577.50 + 0.28(62,100)
= 6,577.50 + 17,388 = 23,965.50.

S1105,950 < x = 161,450, entonces la cantidad que
excede a 105,950 es x — 105,950, de modo que

f(x) = 23,965.50 + 0.31(x — 105,950).

Ya que $23,965.50 es el impuesto sobre $105,950, pa-
ra un ingreso gravable entre $105,950 y $161,450, usted
esta pagando impuestos a la tasa de 15% por los prime-
ros $43,850 de ingreso, a la tasa de 28% por los siguien-
tes $62,100 de ingreso (105,950 — 43,850 = 62,100), y
a la tasa de 31% por el ingreso restante. Notese que el
impuesto sobre $161,450 es

£(161,450) = 23,965.50 + 0.31(161,450 — 105,950)
= 23,965.50 + 0.31(55,500)
= 23,965.50 + 17,205
= 41,170.50.
125



Si161,450 < x = 288,350, entonces el monto que exce-
de a 161,450 es x — 161,450, de modo que

F(x) = 41,170.50 + 0.36(x — 161,450).

Ya que $41,170.50 es el impuesto sobre $161,450, para un
ingreso gravable entre $161,450 y $288,350, usted esté
pagando impuestos a una tasa de 15% por los primeros
$43,850 de ingreso, a la tasa de 28% por los siguientes
$62,100 de ingreso, a la tasa de 31% por los siguien-
tes $55,500 de ingreso (161,450 — 105,950 = 55,500) y
a la tasa de 36% por el ingreso restante. Obsérvese que
el impuesto sobre $288,350 es

£(288,350) = 41,170.50 + 0.36(288,350 — 161,450)
= 41,170.50 + 0.36(126,900)
= 41,170.50 + 45,684 = 86,854.50.

Si x > 288,350, entonces el monto sobre 288,350 es
x — 288,350, de modo que

F(x) = 86,854.50 + 0.396(x — 288,350).

Como $86,854.50 es el impuesto sobre $288,350, para un
ingreso gravable superior a $288,350, usted estd pagan-
do impuesto a una tasa de 15% por los primeros $43,850
de ingreso, a la tasa de 28Y% por los siguientes $62,100 de
ingreso, a la tasa de 31% por los siguientes $55,500
de ingreso, a la tasa de 36% por los siguientes $126,900 de
ingreso y a la tasa de 39.6% por el ingreso restante.

Ejercicios

Al resumir todos estos resultados obtenemos la
funcion definida por partes

/ .
0, six =0,

0.15x, si0 < x = 43,850,

6,577.50 + 0.28(x — 43,850),
543,850 < x = 105,950,

23,965.50 + 0.31(x — 105,950),
si 105,950 < x = 161,450,

41,170.50 + 0.36(x — 161,450),
si 161,450 < x = 288,350,

86,854.50 + 0.396(x — 288,350),
\ si x > 288350.

Con estas féormulas, usted puede representar geométri-
camente la funcién de impuesto al ingreso, como en la
figura 3.42.

flx) = <

f(x)

86,854.50

41,070.50

23,695.50

6,577.50

| | | |
43,850 105,950 161,450 288,350

FIGURA 3.42 Funcién de impuesto al ingreso.

Utilice la funcién de impuesto al ingreso f anterior, para determinar el impuesto sobre el ingreso gravable en el aiio 2000.

1. $120,000. 2. $35,350.

5. Busque la forma Y-1 mds reciente en www. irs.gov
(Inst 1040 Tax Tables) y repita los problemas 1 a 4
utilizando esa informacion.
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3. $290,000. 4. $162,700.

6. ;Por qué fue significativo que f (105,950)
= $23,965.50, f (161,450) = $41,170.50, etcétera?



