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m
Sia < byc > 0,entonces logh; = log,m — log,n
a(—c) > b(—c).
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' PREFACIO

Esta décima edicion de Matemadticas para Administracion, Economia, Ciencias
Sociales y de la Vida contintda proporcionando los fundamentos matemati-
cos para estudiantes de negocios, economia y ciencias sociales y de la vida.
Inicia con temas que no son de célculo, como ecuaciones, funciones, dlgebra
de matrices, programacion lineal y matematicas financieras. Después avanza a
través tanto de cdlculo de una como de varias variables. Las demostraciones y
condiciones técnicas, son descritas de manera suficiente pero sin abundar dema-
siado. En ocasiones, para conservar la claridad se dan argumentos intuitivos e
informales.

Aplicaciones

Una gran cantidad y variedad de aplicaciones, destinadas al lector, aparecen
en esta obra; de manera continua, los estudiantes ven coémo pueden utilizarse
las matematicas que estdn aprendiendo. Estas aplicaciones cubren areas tan
diversas como administracion, economia, biologia, medicina, sociologia, psico-
logia, ecologia, estadistica, ciencias de la tierra y arqueologia. Muchas de estas
situaciones de la vida cotidiana se tomaron de la literatura existente y las refe-
rencias estdn documentadas. En algunas se dan los antecedentes y el contexto
con el fin de estimular el interés. Sin embargo, el texto practicamente es inde-
pendiente, en el sentido de que no supone un conocimiento previo de los con-
ceptos sobre los cuales estan basadas las aplicaciones.

Cambios en la décima edicion

Temas introductorios de capitulo

Lo nuevo en la décima edicién es que aparecen temas introductorios al principio
de cada capitulo. Cada tema introductorio presenta una aplicacién de la vida
real de las matematicas del capitulo. Este nuevo elemento proporciona a los es-
tudiantes una introduccién intuitiva a los temas que se presentan en el capitulo.

Actualizacion y ampliacion de las aplicaciones practicas

Para la décima edicién, esta popular caracteristica se ha ampliado para que
aparezca al final de los capitulos 0 al 16. Cada aplicacion practica proporciona
una interesante, y en ocasiones novedosa aplicacién que incluye las matema-
ticas del capitulo en el que aparecen. Cada una de las aplicaciones précticas
contiene ejercicios —lo que refuerza el énfasis del capitulo en la préctica. El
ultimo ejercicio de cada aplicacién incluye preguntas que son adecuadas para
la discusién en grupo.

Examenes de repaso del capitulo

En los problemas de repaso del capitulo 1 al 16, hay problemas seleccionados
que son adecuados para que los estudiantes los utilicen como exdmenes de
practica para medir su dominio del material del capitulo. Todos éstos son

xi
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problemas con nimero impar, de modo que los estudiantes pueden verificar
su trabajo contra las respuestas al final del texto.

Caracteristicas que se conservaron

A lo largo del texto se encuentran muchas notas de advertencia para el estu-
diante, que sefialan errores que se comenten con frecuencia. Estas notas de ad-
vertencia se indican con el titulo Advertencia. Las definiciones se establecen
y muestran de manera clara. Los conceptos importantes, asi como las reglas y
féormulas importantes, se colocan dentro de cuadros para enfatizar su importan-
cia. Asimismo, a lo largo del texto se colocan notas al margen para el estudian-
te. Estas sirven para hacer una reflexion rapida que complementa el estudio.

Mais de 850 ejemplos se resuelven en detalle. Algunos incluyen una es-
trategia disefiada de manera especifica para guiar al estudiante a través de la
logistica de la solucidn, antes de que ésta sea obtenida.

Se incluye una gran cantidad de diagramas (casi 500) y ejercicios (méas de
5000). En cada conjunto de ejercicios, los problemas agrupados estan dados en
orden creciente de dificultad. En muchos conjuntos de ejercicios los problemas
van desde los de tipo de habilidades basicas que se resuelven en forma mecani-
ca, hasta los mas interesantes que obligan a reflexionar. Se incluyen muchos pro-
blemas que se presentan en la vida cotidiana con datos reales. Se ha hecho un
esfuerzo considerable para alcanzar el balance apropiado entre los ejercicios de
tipo mecdnico, y los problemas que requieren de la integracion de los conceptos
aprendidos. Muchos de los problemas han sido actualizados o revisados.

Con el objetivo que el estudiante aprecie el valor de la tecnologia actual,
a lo largo del texto aparece material opcional para calculadoras gréficas, tan-
to en la exposicién como en los ejercicios. Esto se incluye por varias razones:
como una herramienta matemadtica, para visualizar conceptos, como un auxi-
lio computacional y para reforzar conceptos. A pesar de que pantallas para
una calculadora TI-83 acompaiian el estudio de tecnologia correspondiente,
nuestro enfoque es suficientemente general, de modo que puede aplicarse en
otras calculadoras gréficas.

En los conjuntos de ejercicios, los problemas que se resuelven con calcu-
ladora se indican por medio de un icono. Para proporcionar flexibilidad para
la planeacion de asignaciones del instructor, estos problemas estdn colocados
al final de un conjunto de ejercicios.

El elemento Principios en practica provee a los estudiantes de més aplica-
ciones. Ubicados en los méargenes de los capitulos 1 al 16, estos ejercicios adicio-
nales dan a los estudiantes aplicaciones del mundo real, y mas oportunidades
para ver el material del capitulo y ponerlo en practica. Un icono indica las
aplicaciones de Principios en practica que pueden resolverse por medio de una
calculadora gréfica. Las respuestas a las aplicaciones de Principios en préctica
aparecen al final del texto.

Cada capitulo (excepto el 0), tiene una seccién de repaso que contiene
una lista de términos y simbolos importantes, un resumen del capitulo y gran
cantidad de problemas de repaso.

Las respuestas a los problemas con nimero impar aparecen al final del li-
bro. Para muchos de los problemas de diferenciacion, las respuestas aparecen
en forma no simplificada y simplificada. Esto permite a los estudiantes verifi-
car con prontitud su trabajo.

Planeacion del curso

Ya que los instructores planifican el perfil del curso, para que sirva a las nece-
sidades individuales de una clase y temario particular, no intentamos propor-
cionar directrices de cursos. Sin embargo, dependiendo de los antecedentes de



Suplementos  xiii

los estudiantes, algunos instructores elegiran omitir el capitulo 0, Repaso de dl-
gebra, o el capitulo 1, Ecuaciones; otros podrian excluir los temas de dlgebra
matricial y programacion lineal. Ciertamente, hay otras secciones que pueden
omitirse a juicio del instructor. Como una ayuda para planificar un de curso,
tal vez algunos comentarios podrian ser ttiles. La seccién 2.1 introduce térmi-
nos de administracion, como ingreso, costo fijo, costo variable y utilidad. La
seccion 4.2 introduce la nocion de ecuaciones de oferta y demanda, y en la sec-
cién 4.6 se estudia el punto de equilibrio. Secciones opcionales, que no causa-
ran problemas si se omiten son: 7.3,7.5,13.4,15.1,15.2,16.4,16.6, 16.9 y 16.10.
La seccion 15.8 puede ser omitida, para aquellos que carezcan de bases de pro-
babilidad.

Suplementos

Para los instructores

Instructor’s Solution Manual. Se encuentra disponible en inglés y ofrece las so-
luciones desarrolladas para todos los ejercicios y aplicaciones de principios en
practica.

Archivo de preguntas de examen. Proporciona més de 1700 preguntas de exa-
men, clasificadas por capitulo y seccion.

Examen Personalizado de Prentice Hall. Permite al instructor ingresar al archi-
vo de preguntas de examen computarizado, y preparar e imprimir examenes
personalmente. Incluye una caracteristica de edicion que permite agregar y
cambiar preguntas.

Para instructores y estudiantes

Website acompariante de PH. Disponible en inglés y disenado para comple-
mentar y expandir el texto, el website ofrece una variedad de herramientas de
aprendizaje interactivas, que incluyen: enlaces a sitios de la red, trabajos préc-
ticos para estudiantes y la capacidad para que los instructores revisen y evaliien
el trabajo de los estudiantes en el website. Para mas informacion, contacte a su
representante local de Prentice Hall.

www.prenhall.com/Haeussler
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CAPITULO O

Repaso de algebra

uienquiera que tenga un negocio necesita llevar el registro de como van
Qlas cosas. Pero, ;como se hace esto? Con frecuencia los profesionales en
finanzas miden el desempefio de una compaiiia por medio del calculo de
fracciones denominadas razones financieras. Existen més de 50 diferentes
razones financieras de uso comun. ;Cudl utilizar? Depende de si el analista
estd tratando de valuar el crecimiento de una compafiia, su productividad, su
nivel de endeudamiento o algiin otro aspecto de su desempefio.

Una razén importante en ventas al menudeo es la razén de rotacion de
inventarios. Para un periodo dado,

ventas netas

razon de rotacion de inventarios = - - S
inventario promedio

en donde el inventario se mide en valor total en ddlares en el punto de venta.
Cuando sustituimos las expresiones apropiadas para las ventas netas y el

inventario promedio, la férmula se transforma en,

razén de rotacioén
de inventarios

ventas brutas — devoluciones y rebajas

inventario inicial + inventario al cierre’
2

La razon de rotacion de inventarios mide qué tan rapido se venden y

reabastecen las existencias del vendedor de bienes: entre mayor sea este
cociente, mas rapida es la rotacién. Un cociente muy pequefio significa grandes
inventarios en los que los articulos permanecen en el almacén por largos
periodos y estan sujetos a deterioros. Una razén demasiado alta significa un
inventario pequefo y un riesgo asociado para el vendedor, ya sea la pérdida

de ventas o el pago de precios altos para reabastecer los articulos en pequefios
lotes. La razon de rotacion de inventario ideal varia de industria a industria,
pero una razon anual ideal de seis es razonable para un detallista de bienes
perdurables, como hardware o aparatos electronicos. Por supuesto que la razén
para un vendedor de verduras necesita ser mucho maés alta.

La razén de rotacion de inventarios es un ejemplo de una expresion
algebraica. Su célculo implica la sustitucién de nimeros reales para las
cantidades variables (ventas brutas y otras) y la realizacion de operaciones
aritméticas (suma, resta y divisioén). Este capitulo revisara los nimeros reales,

las expresiones algebraicas y las operaciones basicas sobre ellos.
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Familiarizarse con
conjuntos, la clasificacién de
los nimeros reales y la recta
de los niimeros reales.

La razon para que g # 0, es que no
podemos dividir entre cero.

Todo entero es un nimero racional.

Los numeros reales consisten en
todos los nimeros decimales.

0.1 OBJETIVO

Este capitulo esta disenado para ofrecer un repaso breve sobre algunos térmi-
nos y métodos para la manipulacién de las mateméticas. Sin duda usted ya es-
tudié6 mucho de este material con anterioridad. Sin embargo, ya que estos
temas son importantes para el manejo de las matematicas que vienen después,
tal vez resulte benéfica una rapida exposicion de ellos. Destine el tiempo que
sea necesario para las secciones en que necesita un repaso.

0.2 CONJUNTOS Y NUMEROS REALES

En términos sencillos, un conjunto es una coleccion de objetos. Por ejemplo, po-
demos hablar del conjunto de nimeros pares entre 5y 11, es decir, 6,8 y 10. Un
objeto de un conjunto se conoce como elemento o miembro de ese conjunto.

Una manera de especificar un conjunto es hacer una lista de sus ele-
mentos, en cualquier orden, dentro de llaves. Por ejemplo, el conjunto anterior
es {6, 8, 10}, que podemos denotar por medio de una letra, como A. Un con-
junto A se dice que es un subconjunto de un conjunto B si y solo si todo ele-
mento de A también es un elemento de B. Por ejemplo, si A = {6,8,10} y
B = {6, 8,10, 12}, entonces A es un subconjunto de B.

Ciertos conjuntos de nimeros tienen nombres especiales. Los nimeros 1,
2,3,y asi sucesivamente, forman el conjunto de los enteros positivos (0 niimeros
naturales):

conjunto de enteros positivos = {1,2,3,... }.

Los tres puntos significan que el listado de elementos continta sin fin, aun
cuando se sabe cuéles son los elementos.

Los enteros positivos junto con el cero, y los enteros negativos
—1,—2,—3,...,forman el conjunto de los enteros:

conjunto de enteros = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,... }.

El conjunto de los niimeros racionales consiste en niimeros como 5 y 3,
que pueden escribirse como una razén (cociente) de dos enteros. Esto es, un
nuimero racional es aquél que puede escribirse como p/q, donde p y ¢ son en-
teros y ¢ # 0. (el simbolo “#” se lee “no es igual a” o “diferente de”.) Por
ejemplo, los nimeros 3, 7 y = son racionales. Observemos que ,3,2, 5y 0.5
representan todos al mismo ndmero racional. El entero 2 es racional ya que
2 = % De hecho, todo entero es racional.

Todos los nimeros racionales pueden representarse por nimeros decima-
les que terminan, como 3 = 0.75y3 = 1.5, 0 bien por decimales repetidos que
no terminan (un grupo de digitos que se repiten sin fin), como ¥ = 0.666. . .,
o =—03636... y% = 0.1333... Los nlimeros que se representan por de-
cimales no repetidos que no terminan se conocen como nimeros irracionales.
Un numero irracional no puede escribirse como un entero dividido entre un
entero. Los nimeros 7 (pi) y \/2 son irracionales.

Juntos, los nimeros racionales y los nimeros irracionales forman el
conjunto de los nimeros reales. Los nimeros reales pueden representarse
por puntos en una recta. Primero seleccionamos un punto en la recta para re-
presentar al cero. Este punto es llamado origen (véase la fig. 0.1). Después se
elige una medida estdndar de distancia, “unidad de distancia”, y se marca suce-
sivamente en ambas direcciones a la derecha y a la izquierda del origen. Con
cada punto sobre la recta asociamos una distancia dirigida, o niimero con sig-
no, que depende de la posicién del punto con respecto al origen. Las posicio-
nes a la derecha del origen se consideran positivas (+) y las de la izquierda
negativas (—). Por ejemplo, al punto ubicado a 3 de unidad a la derecha del
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Algunos puntos y sus coordenadas

| Direccion
positiva

Origen

FIGURA 0.1 Larecta de los nimeros reales.

origen, le corresponde el niimero 3, que se denomina coordenada de ese punto.
En forma similar, la coordenada del punto situado a 1.5 unidades a la izquier-
da del origen es —1.5. En la figura 0.1 estan marcadas las coordenadas de algu-
nos puntos. La punta de la flecha indica que la direccién hacia la derecha a lo
largo de la recta es positiva.

A cada punto sobre la recta le corresponde un ntimero real tnico, y a cada
nimero real le corresponde un punto tnico de la recta. Por esta razén decimos
que hay una correspondencia uno a uno entre los puntos de la recta y los nime-
ros reales. Llamamos a esta recta la recta de coordenadas o recta de niimeros
reales. Tenemos la libertad para tratar a los nimeros reales como puntos sobre
dicha recta y viceversa.

En los problemas del 1 al 12, clasifique los enunciados como verdaderos o falsos. Si es falso, dé una razén.

1. —7 es un entero.

. —3 es un nimero natural.

3

5. 5esracional.

7. V25 1o es un entero positivo.
9

. 2 es racional.

11. —3 esta ala derecha de —4 en la recta 12.

de los nimeros reales.

Establecer e ilustrar
las propiedades siguientes de
los nimeros reales: transitiva,
conmutativa, asociativa, inversa
y distributiva. Definir la resta y
la divisién en términos de la
suma y la multiplicacion, respec-
tivamente.

2. %esracional.
4. 0no esracional.
z ’ .
6. § esun numero racional.
8. 7 es un nuimero real.
10. \@ es un numero natural.

Todo entero es positivo o negativo.

0.3  ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Ahora establezcamos algunas propiedades importantes de los niimeros reales.
Sean a, b y ¢ nimeros reales.

1. Propiedad transitiva de la igualdad

Sia=by b = c,entoncesa = c.

Por tanto, dos nimeros que sean iguales a un tercer niimero son iguales entre
si. Por ejemplo,six = y y y = 7,entonces x = 7.

2. Propiedad conmutativa de la suma y de la multiplicacién

at+t+b=b+a y ab = ba.
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El cero no tiene inverso multiplica-
tivo, ya que no existe nimero que
cuando se multiplica por cero dé
como resultado 1.

Esto significa que dos ntimeros pueden sumarse o multiplicarse en cualquier
orden. Por ejemplo,3 + 4 =4 + 3 y 7(—4) = (—4)(7).

3. Propiedad asociativa de la suma y de la multiplicacién

a+ (b+c)=(a+b)+c y albc)= (ab)c.

Esto significa que en la suma o multiplicacién, los nimeros pueden agruparse
en cualquier orden. Por ejemplo, 2 + (3 + 4) = (2 + 3) + 4; en ambos
casos la suma es 9. En forma semejante, 2x + (x + y) = 2x + x) + y y
6(: - 5)=(6-3) -5

4. Propiedades del inverso
Para cada nimero real a, existe un tinico nimero real denotado por —a
tal que,

a+ (—a) = 0.

El nimero —a es llamado el inverso aditivo o negativo de a.

Por ejemplo, ya que 6 + (—6) = 0, el inverso aditivo de 6 es —6. El inverso
aditivo de un nimero no necesariamente es un nimero negativo. Por ejemplo,
el inverso aditivo de —6 es 6, ya que (—6) + (6) = 0. Esto es, el negativo de —6
es 6, de modo que podemos escribir —(—6) = 6.

Para cada nimero real a, excepto el cero, existe un tnico niimero real
denotado por a ! tal que,

El nimero a™ ! se conoce como el inverso multiplicativo de a.

Por tanto, todos los nimeros, con excepciéon del cero, tienen un inverso
multiplicativo. Como se recordara, a ' puede escribirse como ® y también se
llama el reciproco de a. Por ejemplo, el inverso multiplicativo de 3 es 1, ya que
3(3) = 1. Por lo que % es el reciproco de 3. El reciproco de § es 3, ya
que (3)(3) = 1. El reciproco de 0 no esti definido.

5. Propiedades distributivas

alb+c)=ab+ac y (b+ cla = ba+ ca.

Por ejemplo, aunque 2(3 + 4) = 2(7) = 14, podemos escribir
23+ 4)=23)+2(4) =6+ 8 =14.

En la misma forma,
(2 +3)(4) =2(4) +3(4) =8 + 12 =20,
yx(z +4) = x(z) + x(4) = xz + 4x.
La propiedad distributiva puede ser extendida a la forma
a(lb+c+d)=ab+ ac+ ad.

De hecho, puede ser extendida para sumas con cualquier nimero de términos.
La resta se define en términos de la suma:

a — bsignificaa + (—b),
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en donde —b es el inverso aditivo de b. Asi,6 — 8 significa 6 + (—38).
En forma semejante, definimos la divisiéon en términos de la multiplica-

e an a e
cion. Sib # 0, entonces a = b, o i esta definida por

1
Comob™ = —
omo b

a . .. B , o . .. .
3 significa a veces el reciproco de b, Asf, 2 significa 3 veces £, en donde 1 es el inverso multiplicativo de 5. Algunas
) E E

. a ’
veces nos referimosaa + bo 5, como larazon de a a b. Observemos que como

0 no tiene inverso multiplicativo, la division entre 0 no esta definida.

Los ejemplos siguientes muestran algunas aplicaciones de las propiedades
anteriores.

EJEMPLO 1 Aplicacion de las propiedades de los niimeros reales

a. x(y — 3z + 2w) = (y — 3z + 2w)x, por la propiedad conmutativa de
la multiplicacién.

b. Por la propiedad asociativa de la multiplicacion, 3(4 - 5) = (3 - 4)5. Por
tanto, el resultado de multiplicar 3 por el producto de 4 y 5 es el mismo
que el de multiplicar el producto de 3 y 4 por 5. En cualquier caso el resul-
tado es 60.

EJEMPLO 2 Aplicacion de las propiedades de los niimeros reales

a. Demostrar que 2 — V2=-V2+2

Solucion:  por la definicion de resta, 2 — V2=2+ (—\/2). Sin embar-
go, por la propiedad conmutativa de la suma, 2 + (—\/i) = —V2+2
Asi, por la propiedad transitiva, 2 — V2 = —V2 + 2. De manera més
concisa, omitimos pasos intermedios y escribimos directamente

2-V2=-V2+2
b. Demostrar que (8 + x) —y =8 + (x — y).
Solucion:  al empezar con el lado izquierdo, tenemos
(8 +x)—y=(8+ x)+ (—y) (definicion de la resta)
=8 4+ [x + (—y)] (propiedad asociativa)
=8+ (x —y) (definicion de la resta).
Por lo que, por la propiedad transitiva,

8+x)—y=8+ (x—y).
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c. Demostrar que 3(4x + 2y + 8) = 12x + 6y + 24.
Solucion:  por la propiedad distributiva,
3(4x + 2y + 8) = 3(4x) + 3(2y) + 3(8).
Pero por la propiedad asociativa de la multiplicacion,
3(4x) = (3-4)x = 12x y de manera similar 3(2y) = 6y.
Por tanto,3(4x + 2y + 8) = 12x + 6y + 24.

EJEMPLO 3 Aplicacion de las propiedades de los niimeros reales

b b
a. Demostrar que% = a<c> parac # 0.

Solucion:  por la definicién de division,

ab 1
- (ab) - L parac # 0.

Pero por la propiedad asociativa,

o Lefs1).

Cc

1 b
Sin embargo, por la definicién de la division, b - P Por tanto,

b
También podemos demostrar que % = ()b

+ b

b
Zg—l—*parac#O.

a
b. Demostrar que
c ¢

Solucion:  por la definicién de la division y la propiedad distributiva,

+ b 1 1 1
? =@+b)—=a-—+b-—
c c c
Sin embargo,
a *-i-b-l:f—f-f
c c c
De aqui que,
+
a b:7+7
c c

a a
if
b+c b

Observamos que + % Por ejemplo,
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3 3.3
4
24172 1

La dnica forma para determinar el producto de varios nimeros es consi-
derar los productos de los nimeros tomados de 2 en 2. Por ejemplo, para en-
contrar el producto de x, y y z podriamos multiplicar primero x por y y
después multiplicar el producto resultante por z, esto es, encontrar (xy)z. O, de
manera alterna, multiplicar x por el producto de y y z, esto es, encontrar x(yz).
La propiedad asociativa de la multiplicacion garantiza que ambos resultados
sean idénticos, sin importar como se agrupen los nimeros. Por tanto, no es am-
biguo escribir xyz. Este concepto puede ampliarse a mas de tres nimeros y se
aplica de la misma manera a la suma.

Es importante hacer un comentario final antes de terminar esta seccion.
No sélo debe tener cuidado al aplicar las propiedades de los nimeros reales,
también debe conocer y familiarizarse con la terminologia involucrada.

g Ejercicio 0.3

En los problemas del 1 al 10, clasifique los enunciados como verdaderos o falsos.

1. Todo nimero real tiene un reciproco. 2. Elreciproco de 2es 3.

3. Elinverso aditivo de 5 es &.

S.—x+y=—y+ux

4. 2(3-4)=(2-3)(2-4).
6. (x +2)(4) =4x + 8.

x+2 x X 3x
7. ) —§+1. 8. 3<Z> =1
9. x + (y+35)=(x+y)+ (x +5). 10. 8(9x) = 72x.

En los problemas del 11 al 20, establezca cudl propiedad de los niimeros reales se usa.

11. 2(x + y) = 2x + 2y.
13. 2(3y) = (2 - 3)y.

15. 2(x — y) = (x = ¥)(2).
17. 8 —y =8 + (—y).

19. (8 + a)b = 8b + ab.

12. (x+5)+y=y+ (x+5).

14. $=6-1.

16. y+ (x+y)=(y +x) + y

18. 54 +7)=5(7+4).

20. (—1)[—3 + 4] = (—1)(=3) + (—=1)(4).

En los problemas del 21 al 26, demuestre que los enunciados son verdaderos, para ello utilice las propiedades de los niimeros

reales.

21. 5a(x + 3) = Sax + 15a.

23. (x + y)(2) = 2x + 2y.

25. x[(2y + 1) + 3] = 2xy + 4x.

22. 2—x)+y=2+(y— x).
24. 2[27 + (x + y)] = 2[(y + 27) + x].
26. (x+1)(y+z)=xy+txz+y+z

27. Demuestre que a(b + ¢ + d) = ab + ac + ad. [Sugerencia:b + ¢ +d = (b + ¢) + d.]

ORISR0 Enlistar e ilustrar las
propiedades mas comunes de los
numeros reales.

0.4 OPERACIONES CON NUMEROS REALES

La lista siguiente establece las propiedades importantes de los nimeros reales
que usted debe estudiar a fondo. El ser capaz de manejar los ntimeros reales es
esencial para tener éxito en matematicas. A cada propiedad le sigue un ejem-
plo numérico. Todos los denominadores son diferentes de cero. Se supone que
usted cuenta con un conocimiento previo de suma y resta de nimeros reales.
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Propiedad Ejemplo(s)
1.a —b=a+ (—b). 2—7=2+(—7)=-5.
2. a— (—b) =a + b 2—(7)=2+7=0.
3. —a = (—1)(a). =7 = (—1)(7).
4. a(b + ¢) = ab + ac. 6(7+2)=6-7+6-2=54
5. a(b — ¢) = ab — ac. 6(7—2)=6-7—6-2=230.
6. —(a +b)=—a — b. —(7+2)=-7—-2=-9.
7. —(a — b) = —a + b. —-2—-7)=—-—2+7=5.
8 —(—a) = a. —(—2) =2.
9. a(0) =0 2(0) =0
10. (—a)(b) = —(ab) = a(~b).  (~2)(7) = —(2+7) = 2(~7) =
11. (—a)(—b) = ab. (=2)(=7)=2-7=14.
a 7 —2
12. T— a T— 7’T_ 2
a 1 2 1
13. E == a<b> 7 - 2<7>
a a —a 2 2 2
W =7y =
—a _a -2 2
By =77
16.9—Ocuand0a¢0 9=0.
a 7
17. £ = 1 cuandoa # 0 z=1,_—5=1
a 2 =5
18 2) = (1) =7
a 2
1 1
19. a-— = 1cuandoa # 0 2--=1.
a 2
a ¢ _ ac 2.4 _2-4_ 8
2 3'5 3.5 15
21. &2 :(”) = < > ﬂ:z.7:2.z.
c 3 3 3
Zz.a:<a><1>_<><a>_ 2 _21_12
b b)\c c 3-7 37 37
2 2\(5 2-5
mg = (5)(E) - -(E) -5
cuando ¢ # 0.
o, 4 a _—a _ 2 2 =2
Tb(=c)  (=b)(e) e 3(=5)  (=3)(5) 305
—a a —2 2 2

|
—_
b
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Propiedad Ejemplo(s)

a(=b) _ (=a)b _ ab 2(=3) _ (=2)(3) _2(3)
25. = —_ —— = = =

c c —c 5 5 -5

(—a)(=b) _ _ab (=2)(=3) __2B3) __+6

—c -5 5 5

a b _a+b 2 3 243 5
e T T 99T 9 T o

a b a—0»b 2 3 2-=3 -1
T T e 9 9 9 o

a c ad + bc 4 2 4.3 +5:2 22
Byt dT bd s3T5 TS
zgg_g_ad—bc i_g_4-3—5-2_£
b d bd 5 3 5.3 15

a 2
"¢ b d b ¢ b 7 35 37 3-7 21

d 5

a b c ac 2 3 5 25 10
) 3727575373 T3

c 5

a 2

b a a 1 a 3 2 2 1 2 2
T T T b 57379735735 15

La propiedad 23 es esencialmente el principio fundamental de las fraccio-
nes, el cual establece que multiplicar o dividir el numerador y el denominador
de una fraccién por el mismo niimero, excepto el cero, tiene como resultado una
fraccién equivalente a (esto es, que tiene el mismo valor que) la fraccion origi-
nal. Asi,

col= |
~J
co
n
(@)

.8 1

o=

Por las propiedades 28 y 23 tenemos
2 4 2-15+5-4 50 2-25 2
3

515 5.15 75 3-25

También podemos resolver este problema convirtiendo £ y i+ en fracciones
equivalentes que tengan el mismo denominador y después utilizar la propie-
dad 26. Las fracciones 2 y +=, pueden escribirse con un denominador comtin
de 5-15,

2 2415 4 _ 4-5

5 5-15715 15-5

Sin embargo, 15 es el menor de dichos denominadores comunes, el cual se co-
noce como el minimo comiin denominador (MCD) de 2 y <. Por tanto,

2 4 _2-3 4 6 4 6+4 10 2

5

5T s 3t T s T s 15 15 3
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Del mismo modo,

3 5 33 5
== MCD = 24
8§ 12 83 12:2 ( )
_ 9 10_9-10
24 24 24
1
24
Ejercicio 0.4
Simplifique, si es posible, cada una de las siguientes expresiones.
1 —2 + (—4). 2. —6 + 2. 3. 6+ (—4). 4. 7 —2.
5.7 — (—4). 6. —6 — (—11). 7. —8 — (—6). 8. (—2)(9).
9. 7(—9). 10. (—2)(—12). 11. (—1)6. 12. —(—9).
13. —(—6 + x). 14. —7(x). 15. —12(x — y). 16. —[—6 + (—y)].
17. =3 + 15. 18. —2 + (—4). 19. 4+ (—2). 20. 2(—6 + 2).
21. 3[—2(3) + 6(2)]. 22, (—2)(—4)(—1). 23. (—8)(—8). 24. x(0).
25. 3(x — 4). 26. 4(5 + x). 27. —(x — 2). 28. 0(—x).
1 7 —5x 3
29. 8<H> 30. 1 31. W 32. oy
2 1 a 3 —18y
3T 3. (3b). 3s. (2x)<2x>. 36—
7 1 2 5 1 1 5 3
L= = LS .ot .=+l
37yx 38xy 3923 40124
3T 2,7 x_Y 31,1
41. 0 15 42. 3 + 3 43. 9 o 44. >3 + G
k -
2 3 6 9 4
45. 57 g 46. E 47. P 48. I
y 10
7 0 0
49. o 50. 7 S1. o 52. 0-0.
Revisar los expo- 0.5  EXPONENTES Y RADICALES
nentes enteros positivos, el ] -
exponente cero, los exponentes El producto de x - x - x se abrevia x°. En general, para un entero positivo n, x"

enteros negativos, los exponentes €8 la abreviatura del producto de n factores, cada uno de los cuales es x. La letra
] . e .
racionales, las raices principales n en x" se denomina exponente y a x se le llama base. Especificamente, si n es
td $d . .
los radicales y el procedimiento ~ Un €Ntero positivo tenemos:
de racionalizacion del denomi-

nador. 1. X" = x-x-+x-..*x.
—_—
n factores
1 1
2yt — = ——————,
X X X*X*.*X
—_———

n factores
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3. — = x".
xﬂ

4. x° = 1six # 0.0°no esta definido.

-
EJEMPLO 1 Exponentes

5 - BEEGE) %

®

Sir" =x,donde n es un entero positivo, entonces r es una raiz n-ésima de
x. Por ejemplo, 3> =9 y asi 3 es una raiz segunda de 9 (por lo comtn llamada
una raiz cuadrada) de 9. Como (—3)>*=9,—3 también es una raiz cuadrada de 9.
De modo similar, —2 es una raiz ctibica de —8,ya que (—2)° = 8.

Algunos nimeros no tienen una raiz n-ésima que sea un nimero real. Por
ejemplo, como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo, no existe
ndmero real que sea una raiz cuadrada de —4.

La raiz n-ésima principal de x es la raiz n-ésima de x que sea positiva si x
es positiva, y es la raiz n-ésima negativa si x es negativa y n es impar. Esta raiz
la denotamos mediante Vx. Asi,

N {positiva si x es positiva,
xes L . .
negativa si x es negativa y n es impar.

Por ejemplo, V9 =3, V-8 = —2y V2% = 1. Definimos V0 = 0.
El simbolo \”/;c se denomina radical, Aqui n es el indice, x es el radicando

y V' esel signo radical. Con las raices cuadradas principales, por lo regular
omitimos el indice y escribimos Vxen lugar de Vx. Por tanto, V9 = 3.

g Advertencia Aunque 2y —2 son raices cuadradas de 4, la raiz cuadrada
principal de 4 es 2,no —2. Por lo que, Va=2.

Si x es positiva, la expresién x*/9, en donde p y ¢ son enteros y g es positi-
va, se define como W. Por lo que,

= N3 88 = /8 = V64 = 4
4712 = Nt = 1 =



12 Capitulo 0 = Repaso de algebra

A continuacion se presentan las leyes bésicas de los exponentes y radicales:!

Ley Ejemplo(s)
1. x™ - x" = x"tn, 23 .22 =28=1256; x* - X=X’
2. X =1six #0. 20 =1.
1 1 1
3.x "= — 23====
* x" 2 8
1 1 1
4 — = x" j=23=8,j—x5
x " 27 X
X" o 1 212 8 1
S.F:x :X"_m ?:24—16, ﬁ:?
m 4
6. =1 Z
X 2
7. (xm)n = ymn (23)5 — 215; (x2)3 — X6.
8. (xy)" = x"y". (2-4)P =24 =864 =512
0 () _x (2>3_23. <1>‘“_1~‘_1_3_s
"y " 3) 3°\3) 3 3 '
w(s) =2) 6 =) -7
Ty x)’ 4 3 9

11 X'/ = Vx. 315 = /3,

12, x V/r = = 4N =— = —_ =
x 2

13. VxVy = Viy. Vo V2 = V8.
V90

X 90
14 —= =] — = §— = Vo.
Vy Ny 10 V10
Cuando calculamos x"/", con fre- 15. VVx = '%. V2 = %
cuencia es mas facil determinar 16. x"/" = \/ x" = (\V;)m B = /g2 = (\3/§)2 =22 =4
primero \/x y luego elevar el resul- §/os
tado a la potencia m-ésima. Asi, 17. (%) = X (\[7) =
(—27)3 = (V/=27)*
= (—3)* = 8l.
e

EJEMPLO 2 Exponentes y radicales
a. Porlaley 1,

XOx8 = 078 = x4
a*b’a’b = a*a’b*b' = a®b’,
Xy ™5 = g5 = 46,
2P =l =g,

wxl2 = ylx12 = 32

! Aunque algunas leyes incluyen restricciones, éstas no son vitales para nuestro estudio.
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b. Por la ley 16,

o <_ 8 )4/3 - (3 _8>4 = ﬁy (Leyes 16y 14)

(—2)* 16
= = Ley 9
3 8l (Ley9)
d. (64a’)? = 64’7 (a*) (Ley 8)
= (V64)%a® (Leyes 16y 7)

= (472a® = 1642
I— |

La racionalizacién del denominador de una fraccién es un procedimiento
en el que una fraccién que tiene un radical en su denominador se expresa
como una fraccién equivalente sin radical en su denominador. Para hacer
esto utilizamos el principio fundamental de las fracciones, como lo muestra el
ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Racionalizacion de denominadores
2 2 25 252 2Vs
° \/5 - 51/2 - 51/2_51/2 - 51 - 5
2 2 2 23706

b.

s = 3 = 31/6,5/6  31/6,5/6.35/6,1/6
_ 230" V3%

3x 3x

Los ejemplos siguientes ilustran varias aplicaciones de las leyes de los ex-
ponentes y radicales.

T
EJEMPLO 4 Exponentes

2.3

. . . x )

a. Elimine los exponentes negativos en ———.

z
Solucion:

—2.3 3.2
ry o X2yt 1 :i.yazz: Yz
Z—Z Z_2 xZ x2 :

Al comparar nuestra respuesta con la expresion original, concluimos que
podemos llevar un factor del numerador al denominador, y viceversa,

cambiando el signo del exponente.
2,7

b. Simplifique ——.
X’y
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Solucion:

c. Simplifique (x°y*)°.

Solucion:
(x5y%) = (x5 (y5)° = X2y,
d. Simplifique (x>°y*3)'8,
Solucion:
(x5/9y4/3)18 — (x5/9)18(y4/3)18 _ x10y24.
. o x1/5y6/5 >
e. Simplifique <22/5>

Solucion:

<x1/5y6/5>5 _ (x1/5y6/5)5 B xy6

Zz/s (22/5)5 -2
3 6
X X
f. Simplifique — + —.
y y
Solucion:
O ox )y Yy
y2 : yS y2 )C6 x3
e

EJEMPLO 5 Exponentes
a. Elimine los exponentes negativos de x ' + y~'y simplifique.
Solucién:

+ x
yo=2Tr

1
x '+ yl= —
Y y xy

1
X

1
<N0m: x Tyt £ )
x +y

b. Simplifique x> — x'? usando la ley distributiva.
Solucion:
32— x12 = x12(x —1).
c. Elimine los exponentes negativos en 7x > + (7x)
Solucién:

7 1 7 1
Tx?+ (Tx) 2=+ =5 +-—
o (7x) x? (7)5)2 x?
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d. Elimine los exponentes negativos en (x ' — y )72

e ()= 5

B ( Xy >2 B x2y2
y—x (y —x)”

e. Aplique la ley distributiva a x*°(y'* + 2x°%).

Solucion:
—2

Solucion:
X3P 4 2x05) = y25y12 4 i8S,
| |
N carmupiln 2 .
EJEMPLO 6 Radicales
a. Simplifique V48,
Solucion:
Vag = V163 = V16 V3 =2V3.
b. Reescriba V2 + 5x sin utilizar el signo de radical.
Solucion:
V2 + 5x = (2 + 5x)'2
s
¢. Racionalice el denominador de —=y simplifique.
-~y simplifiq
Ve
Solucion:
\56 B 21/5. 62/3 B 23/15¢10/15 B (23610)1/15 B ‘15/23610
e 6767 6 6 6
V20
d. Simplifique .
V5
Solucion:
V20 20
VO _ 20 a=s
V5 5
| |

N carmpin 7 .
EJEMPLO 7 Radicales
a. Simplifique N/ x°y*.

Solucion:

Vaty! = V()yy = V() Vy Yy

= xzy% (Ley ]7)
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2
b. Simplifique 7
Solucion:
\F 27 4 NV14_ V4
7 7-7 V2 7

c. Simplifiqgue V250 — V50 + 15V2.

Solucion:

V250 — V50 + 15V2 = V25-10 — V252 + 152
=5V10 — 5V2 + 15V2
= 5V10 + 10V2.

d. Si x es cualquier niimero real, simplifique V2

Nota: /& # «. Solucion:
X, sixespositivo,
V2= {—x, sixes negativo,
0, six = 0.

Por tanto, \/2* = 2y V(=3)? = —(-3) = 3.

Ejercicio 0.5

En los problemas del 1 al 14, simplifique y exprese todas las respuestas en términos de exponentes positivos.

1. (2%)(2%). 2. x0x°, 3. whe. 4. xOx*x%3,
2.6 3y7 2\5
5. 6. (x'2)°. 7. ((‘;4))5. 8. (%)
¥y : )
2.3\2 8 3\5
9. (2x%y*). 10. (wyf ) 1L % 12. (%) .
x3 6 xZ 3 x3 2
5 1 g, BN )§4)
x(x?) (x7)

En los problemas del 15 al 28, evaliie las expresiones.

15. V25, 16. V64. 17. V-32. 18. \V0.04.
19. VL 20, V-3 21. (49)2 22. (64)'3.
23, 472, 24, (25)732 25. (32) 2. 26. (0.09)'72,

4/5 2/3
1 27
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En los problemas del 29 al 40, simplifique las expresiones.

29. V/32. 30. V4. 3. V245

32. V. 33. V16x* 3. ¢ %.

35. 2\V/75 — 4V27 + V128. 36. V3. 37. (9242
2743 2/3 25 —3/4

38. (16y%)%4 39. <%> . 40. (i—g) .

En los problemas del 41 al 52, escriba las expresiones solo en términos de exponentes positivos. Evite todos los radicales en la
forma final. Por ejemplo:

1/2
y_l\/; = L.
y
x3y 2
41. R Q2. ViAo 43. smim. 4. x + y L
Zz
45. (31)2 46. 3 — )% 47. Vs 48. (x )2
—2,,—6,,.3
49. Vx — \Vy. 50. % 51 2V xy 22 52, (Vay 3)x~ly2

En los problemas del 53 al 58, escriba las formas exponenciales en una forma equivalente que involucre radicales.
53. (8x — y)*~. 54. (ab’c). 55. x4,
56. 23"/ — (29)'"". §7. 3w — (3w) . 58, (x5S

En los problemas del 59 al 68, racionalice los denominadores.

3 5 4 y
59, . 60. . 61. . 62. ——.
V7 Vo V2x V2y
6. L o 65, Y2 6. Y18
5
67. V2 . 68. ¥
V a%b \/5

17

En los problemas del 69 al 90, simplifique. Exprese todas las respuestas en términos de exponentes positivos. En donde sea nece-

sario, racionalice el denominador con el fin de evitar exponentes fraccionarios en el denominador.

3
69. 2x2y 3x*, 0. s 7. VVi 72. {[(2x%)]4 L

u’'-v

20 Vs s 3
73. W 74. 35 785. Y, xzyz3 v xyz. 76. (%)10.
S
’;

77. 32(81) 734, 78. (Vx2y)?5. 79. (2x7'y?)2 80.

2.,-1,\2
81. VaV V) 82. \V/75k". g3, Y A 84. /5(25)-

(xy*)™
(x?) )P 8s2 -
85. -+ o7 86. \V/(—6)(—6). 87. — 5 88. (x 'y V)
89. (2x%y + 3y’z7H)% 90. _
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Sumar, restar,
multiplicar y dividir expresiones
algebraicas. Definir lo que es

un polinomio, utilizar productos
especiales y emplear la division
larga para dividir polinomios.

Las palabras polinomio y multino-
mio no deben utilizarse en forma
indistinta. Por ejemplo, Vix +2
es un multinomio, pero no un poli-
nomio. Por otra parte, x + 2 es un
multinomio y un polinomio.

0.6 OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Cuando se combinan nimeros, representados por simbolos, mediante opera-
ciones de suma, resta, multiplicacion, division o extraccion de raices, entonces
la expresion resultante se llama expresion algebraica.

[ e n——— . .
EJEMPLO 1 Expresiones algebraicas

[3x% — 5x — 2 . ) .
a. RS 10 ol es una expresion algebraica en la variable x.
—x

b. 10 — 3\/y + 7_:-)}2 es una expresion algebraica en la variable y.
c. m + 2 es una expresion algebraica en las variables x y y.
|
La expresion algebraica Sax® — 2bx + 3 consiste de tres términos:

+5ax?,—2bx y +3. Algunos de los factores del primer término, Sax’,son 5, a, x,
x%, X%, S5ax y ax’. También, Sa es el coeficiente de x* y 5 es el coeficiente numéri-
co de ax’. Si en un andlisis a y b representan ntiimeros fijos, entonces a a y b se
les denomina constantes.

Las expresiones algebraicas que tienen exactamente un término se denomi-
nan monomios. Aquéllas que tienen exactamente dos términos son binomios y
las que tienen exactamente tres términos son trinomios. Las expresiones alge-
braicas con mas de un término se denominan multinomios. Asi, el multinomio
2x — 5 es un binomio; el multinomio 3\/y + 2y — 4y?es un trinomio.

Un polinomio en x es una expresion algebraica de la forma®

cx" + e, x" N+ o e +oc,

en donde # es un entero no negativo y los coeficientes ¢, ¢y, ..., ¢, son cons-
tantes con ¢, # 0. Llamamos a n el grado del polinomio. Por lo que, 4x* — 5x?
+x — 2 es un polinomio en x de grado 3y y° — 2 es un polinomio en y de grado
5. Una constante distinta de cero es un polinomio de grado cero, asi 5 es un po-
linomio de grado cero. La constante 0 se considera un polinomio, sin embargo,
no se le asigna grado alguno.

En los ejemplos siguientes ilustraremos las operaciones con expresiones
algebraicas.

[ pre———— . .
EJEMPLO 2 Suma de expresiones algebraicas

Simplifique (3x*y — 2x + 1) + (4x’y + 6x — 3).

Solucion: primero debemos eliminar los paréntesis. Después, usando la
propiedad conmutativa de la suma, reunimos todos los términos semejantes.
Términos semejantes son los que solo difieren por sus coeficientes numéricos.
En este ejemplo, 3x%y y 4x’y son semejantes, asi como las parejas —2x y 6x,y
1y —3. Por tanto,

(3x*y — 2x + 1) + (4x%y + 6x — 3)

’Los tres puntos indican los términos que se entiende seran incluidos en la suma.
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=3x’y —2x + 1 +4x’y +6x — 3
=3x%y +4x?y —2x +6x + 1 — 3.
Por la propiedad distributiva,
3x%y + 4x?y = (3 + 4)x%y = Tx%y

y —2x + 6x = (—2 + 6)x = 4x.
De aqui que, (3x%*y — 2x + 1) + (4x’y + 6x — 3) = Tx’y + 4x — 2.

EJEMPLO 3 Sustraccion de expresiones algebraicas
Simplifique (3x*y — 2x + 1) — (4x*y + 6x — 3).

Solucion: aqui aplicamos la definicion de la sustraccion y la propiedad distri-
butiva:

(3x%y — 2x + 1) — (4x’y + 6x — 3)
= (3x%y —2x + 1) + (—1)(4x%y + 6x — 3)
= (3x’y —2x + 1) + (—4x’y — 6x + 3)
=3x%y —2x + 1 —4x’y —6x + 3
=3x%y —4x’y —2x —6x+1+3
=0B3—-Mx’y+(2—-6)x+1+3

= —xzy — 8x + 4.

EJEMPLO 4 Eliminacion de los simbolos de agrupacién

Simplifique 3{2x[2x + 3] + 5[4x* — (3 — 4x)]}.

Solucion: primero debemos eliminar los simbolos de agrupaciéon mas inter-
nos (los paréntesis). Después repetimos el proceso hasta eliminar todos los
simbolos de agrupacion, reduciendo los términos semejantes siempre que sea
posible. Tenemos,

3{2x[2x + 3] + 5[4x* — (3 — 4x)]}
= 3{2x[2x + 3] + 5[4x* — 3 + 4x]}

= 3{4x* + 6x + 20x*> — 15 + 20x}

3{24x% + 26x — 15}

= 72x> 4+ 78x — 45.

La propiedad distributiva es la herramienta clave al multiplicar expresio-
nes. Por ejemplo, para multiplicar ax + ¢ por bx + d, podemos considerar
ax + ¢ como un solo nimero y entonces utilizar la propiedad distributiva:

(ax + ¢)(bx + d) = (ax + ¢)bx + (ax + ¢)d.
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Usando nuevamente la propiedad distributiva, tenemos,

(ax + c)bx + (ax + ¢)d = abx® + cbx + adx + cd
= abx* + (ad + cb)x + cd.

Por lo que, (ax + ¢)(bx + d) = abx* + (ad + cb)x + cd. En particular, si
a=2,b=1,¢c=3yd = —2, entonces

(2x + 3)(x —2) = 2(1)x* + [2(=2) + 3(1)]x + 3(—2)
=2x>— x — 6.

A continuacién damos una lista de productos especiales que pueden obte-
nerse a partir de la propiedad distributiva y son utiles al multiplicar expresiones
algebraicas.

Productos especiales

1 x(y +z) = xy + xz (propiedad distributiva).
2. (x +a)(x +b) = x>+ (a + b)x + ab.

3. (ax + ¢)(bx + d) = abx® + (ad + cb)x + cd.

4. (x + a)’> = x* + 2ax + a° (cuadrado de un binomio).

5. (x —a)> = x*—2ax + &* (cuadrado de un binomio).

6. (x +a)(x — a) = x2 — 4 (producto de suma y diferencia).

7. (x + a)’ = x* + 3ax* + 3a’x + &° (cubo de un binomio).

8. (x —a) = x* —3ax?* + 3d* — & (cubo de un binomio).
-

EJEMPLO 5 Productos especiales

a. Porla regla 2,
(x +2)(x = 5) =[x+ 2][x + (—5)]
=x>+ (2 = 5)x + 2(=5)

= x> — 3x — 10.
b. Por la regla 3,

Bz +35)(7z+4)=3-72+3-4+5-T)z+5-4

= 2172 + 477 + 20.

c. Porlaregla 5,
(x —4)> = x> —24)x + #

= x> — 8x + 16.
d. Por laregla 6,

(VY +14+3)(Vy2+1-3)=y+12 -3
= (1) -9

=y? — 8.
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e. Porlaregla?7,
(3x +2)> = (3x)* + 3(2)(3x)* + 3(2)*(3x) + (2)°

= 27x% + 54x% + 36x + 8.

EJEMPLO 6 Multiplicacion de multinomios

Encuentre el producto (2t — 3)(5¢> + 3t — 1).

Solucion: tratamos a 2t — 3 como un solo nimero y aplicamos la propiedad
distributiva dos veces:

(2t = 3)(52 + 3t — 1) = (2t — 3)5¢2 + (2t — 3)3t — (2t — 3)1

=103 — 156>+ 61> — 9t — 2t + 3

=10 — 9> — 11t + 3.

a—+b b

=2 + —. Del
C C

En el ejemplo 3b de la seccién 0.3, mostramos que

a—b a b o
=T Usando estos resultados, podemos dividir un

mismo modo,

multinomio entre un monomio, si dividimos cada término del multinomio
entre el monomio.

EJEMPLO 7 Division de un multinomio entre un monomio

a.m:)ﬁ_,_?’ix:xz_{_&
X X X

427 — 82 +3z—6 47 87 3z 6

b = + 222
2z 2z 2z 2z 2z

—22 422

2z

Division larga
Para dividir un polinomio entre un polinomio usamos la llamada division lar-

ga cuando el grado del divisor es menor o igual que el del dividendo, como se
muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 8 Division larga

Divida 2x® — 14x — Sentre x — 3.
Solucion: aqui2x® — 14x — Seseldividendoy x — 3 es el divisor. Para evi-

tar errores, es mejor escribir el dividendo como 2x* + 0x?> — 14x — 5. Observe
que las potencias de x estan en orden decreciente. Tenemos
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2x*> + 6x + 4 « cociente
x—32x3+0x2—14x — 5

2x% — 6x?
6x% — 14x
6x> — 18x
4 — 5
4x — 12

7 < residuo.

Observe que dividimos x (el primer término del divisor) entre 2x° y obtuvimos
2x*. Después multiplicamos 2x* por x — 3, obteniendo 2x* — 6x* Después de
restar 2x° — 6x? de 2x* + 0x?, obtuvimos 6x? y entonces “bajamos” el término
—14x. Este proceso contintia hasta que lleguemos a 7, el residuo. Siempre nos
detendremos cuando el residuo sea 0 o un polinomio cuyo grado sea menor
que el grado del divisor. Nuestra respuesta la podemos escribir como

7
Esto es, la respuesta tiene la forma
. residuo
cociente + ————.
divisor

Una manera de comprobar una division es verificar que
(cociente)(divisor) + residuo = dividendo.

Por medio de esta ecuacion usted debe ser capaz de verificar el resultado de
este ejemplo.

g Ejercicio 0.6

Realice las operaciones indicadas y simplifique.

1. 8x —4y +2) + 3x + 2y —95). 2. (6x> — 10xy +2) + (2z — xy + 4).

3. (82 — 65%) + (452 — 22 + 6). 4. (Vx +2Vx) + (Vx +3V7).

5. (Vx + V2y) + (Vx + V32). 6. (2x +3y —5) — (7x — 6y + 2).

7. (6x2 — 10xy + V2) — (2z — xy + 4). 8. (Vx +2Vx) — (Vx +3Va).

9. (Vx + V2y) — (Vx + V32). 10. 42z — w) — 3(w — 2z).

11 3(3x + 3y — 7) — 3(8x — 2y + 2). 12. (25 + 1) — 3(s — 6) + 4(1 — 1)

13. 3(x* + y?) — x(y + 2x) + 2y(x + 3y). 14. 2 — [3 + 4(s — 3)].

15. 2{3[3(x% + 2) — 2(x* — 5)]}. 16. 4{3(t +5) — [1 — (¢t + D]}

17. —3{dx(x +2) — 2[x> — (3 — )]} 18. —{—2[2a + 3b — 1] + 4[a — 2b] — a[2(b — 3)]}.

x + 4)(x +5). 20.
w + 2)(w — 5). 22.
2x + 3)(5x + 2). 24. (y —4)(2y + 3).
x + 3)% 26. (2x — 1)%

( (u +2)(u +5).
( (
( (
( (
27. (x — 5 28. (Vx — 1(2Vx + 5).
( (
( (
( (
( (

z—=T7)(z — 3).

\V2y + 3)2 30. (y —4)(y +4).

2s — 1)(2s + 1). 32. (22 — 3w)(z> + 3w).

x2 = 3)(x + 4). 34. (x + 1)(x* + x + 3).

x2 = 4H(3x* + 2x — 1). 36. (2x — 1)(3x* + 7x2 — 5).
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37. x{3(x — 1)(x — 2) + 2[x(x + 7)]}. 38. [(2z +1)(2z — 1)](4z" + 1)
39. (x +y+2)3x +2y —4). 40. (x> + x +1)?
a1 (x + 5)% 2. (x —2)
43. (2x — 3)%. 4. (x + 2y)°
2 __ 3

45, 2 182. 46. 2x 7x + 4

Z X
1. 6x° + 4x° — 1. 48, (4x —3) — (8x +9)

2x? 4x

49. (x* +3x — 1)+ (x + 3). 50. (x? — 5x +4)+ (x — 4).

51 3x° —2x> + x — 3) + (x + 2).

53. 2+ (t — 8).
55. (3x2 — 4x + 3) = (3x + 2).

OR3P0  Establecer las reglas
bésicas para factorizar y aplicar-
las para factorizar expresiones.

54, (4x* 4 6x + 1) = (2x — 1).

(
52 (x*+ 22+ 1)+ (x — 1)
(
56. (2 + 2+ 2z2)+ (22— z+ 1.

0.7 FACTORIZACION

Cuando multiplicamos entre si dos 0 més expresiones, éstas reciben el nombre
de factores del producto. Por lo que si ¢ = ab, entonces a y b son factores del
producto c. Al proceso por el cual una expresion se escribe como el producto
de sus factores se le llama factorizacion.

A continuacion se presentan las reglas para la factorizacion de expresio-
nes, la mayoria de las cuales surgen de los productos especiales vistos en la sec-
cion 0.6. El lado derecho de cada identidad es la forma factorizada de la que
aparece a la izquierda.

Reglas de factorizacion

1. xy + xz=x(y + z2) (factor comtin).
2. x> + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b).

3. abx* + (ad + cb)x + cd = (ax + ¢)(bx + d).

4. x> + 2ax + a®> = (x + a)’ (trinomio cuadrado perfecto).
5. x> — 2ax + a*> = (x — a)? (trinomio cuadrado perfecto).
6. x> —a®> = (x + a)(x — a) (diferencia de dos cuadrados).
7. x5+ a = (x + a)(x* — ax + a%) (suma de dos cubos).
8. X —a’= (x —a)(x* + ax + a°) (diferencia de dos cubos).

Cuando factorizamos un polinomio, por lo comin, elegimos factores que sean
polinomios. Por ejemplo, x> — 4 = (x + 2)(x — 2). No escribiremos x — 4 como

(Vx +2)(Vx —2).

Siempre factorice completamente. Por ejemplo,
2x* =8 =2(x>—4) =2(x +2)(x — 2).

e
EJEMPLO 1 Factores comunes

a. Factorice completamente 3k*x> + 9k’x.

Solucion: ya que 3k’x* = (3k’x)(x) y 9k’x = (3kx)(3k), cada tér-
mino de la expresién original contiene el factor comiin 3k?x. Asi, por la
regla 1,
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3k*x? + 9k’ x = 3k%x(x + 3k).

Observe que aun cuando 3k*x*+ 9k*x = 3(k’x> + 3k’x), no podemos decir
que la expresion esté completamente factorizada, ya que kx> + 3k’x toda-
via puede factorizarse.

b. Factorice completamente 8a°x*y* — 6a’*b’yz — 2a*b*xy’7%.

Solucion:
8a’x?y® — 6a’b’yz — 2a*b*xy’7?
= 2a’y(4a’x’y* — 3b’z — a’b*xyz?).
| |
EJEMPLO 2 Factorizacion de trinomios

a. Factorice completamente 3x*> + 6x + 3.

Solucion:  primero sacamos un factor comtin. Después factorizamos por
completo la expresion resultante. Por lo tanto, tenemos

3x* + 6x + 3 =3(x*+2x +1)
=3(x + 1) (Regla 4).
b. Factorice completamente x> — x — 6.

Solucion:  si este trinomio se puede factorizar en la forma (x + a)(x + b),
que es el producto de dos binomios, entonces debemos determinar los
valores de a y de b. Como (x + a)(x + b) = x> + (a + b)x + ab,
entonces

x4+ (=1)x + (=6) = x> + (a + b)x + ab.
Igualando los coeficientes correspondientes, queremos que
at+b=—-1y ab=—6.
Sia = —3 y b = 2 entonces ambas condiciones se cumplen y de aqui,
¥ —x—6=(x—3)(x +2).

Como verificacion es conveniente multiplicar el lado derecho para ver si
coincide con el izquierdo.

c. Factorice completamente x*> — 7x + 12.

Solucion:

x2—=7x + 12 = (x — 3)(x — 4).

EJEMPLO 3 Factorizacion

A continuacién tenemos una variedad de expresiones completamente factori-
zadas. Los nimeros entre paréntesis hacen referencia a las reglas utilizadas.

a. x>+ 8x + 16 = (x + 4)? (4).
b. 9x* + 9x +2 = (3x + 1)(3x + 2) (3).
c. 6y° + 3y — 18y = 3y(2y* + y — 6) (1)

=3y(2y = 3)(y +2) 3).

d. x> —6x +9 = (x — 3)* (5).



Sec. 0.7 = Factorizacion 25

e. 74+ 2/ = V41 + 2) (1).

Lxt—1=0"+1)K*—1) (6)

=+ D(x+1)(x—1) (6).

g. X3 —5x'P 4+ 4 = (xl/3 — 1)()c1/3 —4) (2).
h. ax* — ay® + bx* — by* = (ax* — ay®) + (bx* — by?)

= a(x’ = y?) + b(x* = y?) (1)

= (x> = y*)(a + b) (1)

= (x +y)(x = y)(a +b) (6).

L8 —x=02)P = (x)=2—x)4+ 2x + x?) (8).

Jox® =y = () = () = (0 ) =) (6)

= (x +y)(® = xy + ) (x = y)(* +xy +y7) (D), (8).

Observe en el ejemplo 3f que x> — 1 es factorizable, pero x> + 1 no. En el
ejemplo 3h, factorizamos haciendo uso de la agrupacion.

Factorice completamente las expresiones siguientes.

1. 6x + 4. 2. 6y* — 4y.

3. 10xy + 5Sxz. 4. 3x%y — 9x%y’.

5. 8a’bc — 12ab’cd + 4b*c*d. 6. 62°t° + 3zst* — 1227F.

7. 22 — 49. 8. x>+ 3x — 4.

9. p* + 4p + 3. 10. s> — 6s + 8.

11 16x* — 9. 12. x* + 2x — 24,

13. 22 + 6z + 8. 14. 47 — 952,

15. x> + 6x + 9. 16. y*> — 15y + 50.

17. 5x* + 25x + 30. 18. 2x? + 7x — 15.

19. 3x*> — 3. 20. 4y* — 8y + 3.
21. 6y? + 13y + 2. 22. 4x* — x — 3.
23. 1257 + 10s*> — 8s. 24. 97% + 30z + 25.
25. x2Py — 4x33y3, 26. 9x*7 — 1.
27. 2x° + 2x? — 12x. 28. x%y? — 4xy + 4.
29, (4x + 2)2 30. 3s%(3s — 9s%)%
31 x%y? — 4x’y + 49x. 32. (3x + x) + (6x + 2).
33, (X% — 4x) + (8 — 2x?). 4. (2 -1+ (P —x —2).
35. (y* + 8y* + 16y*) — (»* + 8y + 16). 36. x'y — dxy + 4% — 422
37. x* + 8. 38. -1
39. x6 — 1. 40. 27 + 8x°.
a1 (x +3)%(x — 1) + (x + 3)*(x — 1) 42 (x +5%(x + 1) + (x +5)7°(x + 1)
43. P(1 +r)+ P(1 + r)r. 4. (x —3)2x +3) — 2x + 3)(x + 5).

45. x* — 16.

-

81x* — y*
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47. y8 — 1.
49. x* + x* — 2.
51 x*y — 2x%y + y.

OERIRIN  Simplificar

fracciones y sumar, restar,
multiplicar y dividir fracciones.
Racionalizar el denominador de
una fraccion.

Observe como 1 — x se escribe
como (—1)(x — 1) para permitir la
cancelacion.

48. * — 4.
50. x* — 10x% + 9.
52, 4x° — 6x% — 4x.

0.8 FRACCIONES

Simplificacion de fracciones

Por medio del principio fundamental de las fracciones (seccion 0.4), podemos
ser capaces de simplificar fracciones. Ese principio nos permite multiplicar o
dividir el numerador y denominador de una fraccién entre la misma cantidad
diferente de cero. La fraccion resultante serd equivalente a la original. Las
fracciones que consideremos se supone que tienen denominadores distintos
de cero.

EJEMPLO 1 Simplificacion de fracciones
2
X —x—6
a. S l ; _
a. Simplifique ¥ = T7x + 12

Solucion:  primero factorizamos completamente el numerador y el de-
nominador:

*—=x—6 _ (x—=3)(x+2)
X2—=Tx+12  (x —3)(x — 4)

Dividiendo numerador y denominador entre el factor comtn x — 3, tenemos

(x —3)(x +2) I(x+2) x+2

(x —3)(x—4) 1(x—4) x—4
En general, s6lo escribimos

1
r=x—6  (x=3)(x+2) x+2

2=Tx+12 (x—3)(x —4) x—4
1

=x—6 _ (x—=3)(x+2) x+2
2=7x+12 (x—=3)(x—4) x—4

El proceso de eliminar el factor comun, x — 3, por lo regular se conoce co-
mo “cancelacion”.

2x2 4+ 6x — 8

b. Simplifique ==X — °
implifique

Solucion:

22+ 6x —8  2(¥*+3x—4)  2(x — 1)(x +4)

8 —d4x —4x? 42 —x—x) 41— x)2+x)

B 2(x — 1)(x + 4)
S 20)[(—1)(x — 12 + x)
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x+4 x +4

T 2202+ 2x+2)

Multiplicacion y division de fracciones

a

b

C
por — es

La regla para multiplicar 4

¢ ac

a ac
b d bd

EJEMPLO 2 Multiplicacién de fracciones

X x+3 x(x +3)
‘x+2'x—5_(x+2)(x—5)'
P—dx+4 6xP—6 [(x = 2)6(x + 1)(x — 1)]
X4 2x—3 2+2r—8 [(x+3)(x — D][(x + H)(x — 2)]
C6(x —2)(x + 1)
o (x+3)(x+4)°

... a c
Para dividir b entre —, donde ¢ # 0, tenemos

d
a
En resumen, invertimos el divisor y a ¢ b a d
multiplicamos. b d = - = b
d
H C0rmDl N 2 Reies2 .
EJEMPLO 3 Division de fracciones
0 % ox+3 _ x x—5_ x(x—5)
x+2 x—=5 x+2 x+3 (x+2)(x+3)
x—5 x—5
b x—3 _x—3 x—5 1 _ x—5
T2x 2x x—3 2x  2x(x —3)
1
4x
¥ =1 4x x—1 dx(x — 1)
c. = : =
2 +8x X —1 2x%+8x [(x +1)(x —1)][2x(x +4)]
x —1
2

(x + 1)(x + 4)

Racionalizacion del denominador

Algunas veces el denominador de una fraccion tiene dos términos e incluye
raices cuadradas, como 2 — V30 V5 + V2 Entonces, el denominador
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puede racionalizarse al multiplicarlo por una expresién que lo convierta en
una diferencia de dos cuadrados. Por ejemplo,

4 _ 4 V5-\V2
Vi+V2 Vs+V2 Vs—\V2
_ AV - V2 aVs - Vo)
(V52 = (Va2y 5-2

La racionalizacién del numerador es 4(\@ _ \fz)

un procedimiento sencillo. 3

EJEMPLO 4 Racionalizacion de denominadores

x _x  NV2+e6_x(V2+6)
V2—-6 V2—-6 V2+6 (V27 -6
Cx(V2+6)  x(V2+6)

2 — 36 34
V5-V2_ V5-V2 V5-\2
V5+V2 Vs+V2 Vi-V2

_(V5-V2P 5s-2V5Vat2 _7-2VI0

5—2 N 3 3

a.

b

Suma y resta de fracciones

b +b
En el ejemplo 3b de la secciéon 0.3, se mostré que % + P a

. Esto

es, si sumamos dos fracciones que tienen un denominador comun, entonces el
resultado serd una fraccion cuyo denominador es el denominador comun. El
numerador seréd la suma de los numeradores de las fracciones originales. De
. a a—b
modo semejante, — — — = .
c c

| e e——— .
EJEMPLO 5 Sumay resta de fracciones

p2—5+ 3p+2  (pP—5)+ (Bp+2)

p—2 p—2 p—2
_p2+3p—3
p—2
bx2—5x+4_ X +2x (= Dx—4) x(x +2)
X+ 2x—3 +5x+6 (x—1D(x+3) (x+2)(x+3)
_x—4 x4 -x_ 4
x+3 x+3 x+3 x+3
P+ x—5 x2—2 —4x + 8
c. -
x —7 x—7 x>—9x+ 14
x2+x—5_x2—2 —4(x—2)

x =7 x—17 (x—2)(x —7)
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(*+x—5)— (x*=2) + (—4)

Para sumar (o restar) dos fracciones con denominadores diferentes, utilice
el principio fundamental de las fracciones para reescribirlas como fracciones
equivalentes que tengan el mismo denominador. Después proceda con la su-
ma (o resta) por el método descrito anteriormente.

Por ejemplo, para encontrar

2 3
+
¥(x —3)  x(x —3)%

podemos convertir la primera fraccién en una fracciéon equivalente, multipli-
cando el numerador y el denominador por x — 3:

2(x —3)
(x —3)*’

y convertir la segunda fraccion multiplicando el numerador y el denominador
2
por x*:

3x?
(x —3)*

Estas fracciones tienen el mismo denominador. De aqui que,

2 " 3 _2(x —3) n 3x?
©lx—=3)  x(x—3? xX(x-—-3?7 x(x—3)7
_ 3x> +2x — 6
(x —3)*

Podriamos haber convertido las fracciones originales en fracciones equi-
valentes con cualquier denominador comun. Sin embargo, preferimos conver-
tirlas en fracciones con el denominador x*(x — 3)% Este es el minimo comiin
denominador (MCD) de las fracciones 2/[x*(x — 3)]y 3/[x(x — 3)*].

En general, para encontrar el MCD de dos o mads fracciones, primero se
factoriza completamente cada denominador. El MCD es el producto de cada
uno de los distintos factores que aparecen en los denominadores, cada uno ele-
vado a la potencia mas grande a la que se presenta en alguno de los denomina-
dores.

| pe——— .
EJEMPLO 6 Sumay resta de fracciones

t 4
3r+2 -1
Solucion: elMCD es (3t + 2)(¢t — 1). Por lo que tenemos

a. Reste:

t 4 t(t — 1) 4Bt +2)
Br+2) —1 @r+2)¢t—1) @r+2)r—1)
_ tt—1) — 403t + 2)

(3t +2)(t— 1)
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El ejemplo 8 muestra dos métodos
para simplificar una fraccién
“compleja”.

:tz—t—lzt—SZ ?— 13t — 8§
(3t +2)(t — 1) (3t +2)(t — 1)

b. Sume: + 3.

—1

Solucion: elMCDesq — 1.

4 4 3(g — 1

L MECAa)

qg—1 qg—1 qg—1
_4+3(g—1) 3g+1
S g9—1  g-1

[ e — .
EJEMPLO 7 Resta de fracciones

x—2 o x+2
?+6x+9  2(x*—09)

- (5;5)2 T +x34)r(j —) MED = 20x F3)7(x = 3)]

(x —2)2)(x —3) (x +2)(x + 3)
(x +3)2(2)(x —3)  2(x +3)(x —3)(x +3)

(x —2)2)(x —3) — (x + 2)(x + 3)
2(x + 3)*(x — 3)

2(x* = 5x +6) — (x* +5x +6)
2(x + 3)*(x — 3)

2= 10x + 12— x*—5x— 6
2(x + 3)*(x — 3)

_ x> —15x + 6
2(x + 3)*(x — 3)°

H orvbin o

EJEMPLO 8 Operaciones combinadas con fracciones
1 __1
+h x
Simplifique x—‘

h

Solucion: primero combinamos las fracciones en el numerador y obtenemos

1 1 X x+ h x — (x + h)

xt+h x _x(xt+h) x(x+h) x(x + h)
h

h h
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—h

_x(xth) _ —h _ 1
h x(x + h)h x(x + h)
1

La fraccién original también puede simplificarse multiplicando el numerador
y el denominador por el MCD de las fracciones implicadas en el numerador (y

denominador), a saber, x(x + h):

1 1 1 1
x+h_x_[x+h_x}‘(x+h)
h B hlx(x + h)]

x — (x + h) —h 1

x(x + h)h  x(x + h)h

x(x + h)

g Ejercicio 0.8

En los problemas del 1 al 6, simplifique.

2y 2 _ _

L X4 2 L5 =6
x°— 2x x°—2x —3
3x2 — 27x + 24 5 6x>+ x —2
T 2x? — 16x% + 14x T2+ 30— 2

En los problemas del 7 al 48 realice las operaciones y simplifique tanto como sea posible.

y2 _1 Zz—4 ZZ
Ty =3 y+2 T 242z P-4+ 4
2 .2 2+2 + 2 _ 2
10— > 2TV TY PR S T S
x+y y—x x*—2x —8 x*+5x+4
x 4 2m
9 2
B L 4. — 15. .
x X om
3 18 n’
4x
3 4x —9x°
17. —. 18. —. 19.
2x 3 x
2x 3
x>+ 6x+9 10x3
x—5 X =1
2l —mm. 2, —MM. 23.
x> —=7x + 10 x+3 Sx
x—2 x +1
x>+ 7x + 10 (x +2)? 452 — 9
x> —=2x—8 3x — 2 x>+ 3x—4
2. 2+ 6x+5° 26. 9x + 18" 27. 2x — 3
x> —3x—4 4 — 9x? 1— x?

12.

x> —9x + 20

X+ x—=20"
12x2 — 19x + 4

2x — 3

T o6x?— 17x + 12

2 —x

x—2 2x+3

x2 + 2x x> —x—6

32— 18x + 24 x% — 4x + 4

16.

20.

24.

28.

c+d
c
c—d
2c
—9x?
X
3

>—x—6

x>X—9
x> —4
x> +2x—3

6x%y + 7xy — 3y
xy —x+5y—5

Xy + 4x?y

xy —x +4y — 4
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x? Sx + 6 2 X 2 1 4 1
29. + . 30. + . 3. — + . 32, - ——.
x+3 x+3 x+2 x+2 3t x> x
2
p 4 4 X x +1 x — 1
33.1 — . 34. + s. 35. + . 36. - .
P -1 s+4° 2x—1 x+3 x—1 x+1
1 1 2
3. — + 8. — -
x*—x—2 x—1 3y =Sy —2 3y "—Ty+2
—3x? -3 3x +
39. -3t prp— - el L
x—1 5—4x — x 2x*+ 11lx — 6 3x*+16x — 12  3x —2
41. (1 + xH2 Q2 (xT+ yhH 43, (x7' =yl 4. (x —y Hx
4+ - 3_2i 2—1)55_1—1—6_ —lrz
45, ——. 46. ——. 47, — = 48, 222 7" :
R X x —
- = - 3+
Tk Ty +2 3
En los problemas 49 y 50 realice las operaciones indicadas, pero no racionalice los denominadores.
o 2 2 o Vo 1
"Vith Vi V20 Vo
En los problemas del 51 al 60 simplifique y exprese su respuesta de manera que no aparezcan radicales en el denominador.
st 2 a2 a0
2+ V3 1-V2 V3 -6 Ve + V7
55, 2V2 5, 2V3 PR B s, Y73, 4
V2 V3 T V5 V2 YA CoVr—1 Va1
5 4 2
59, ——— — L 60. —— =
2+V3 1-V2 Vi+2 3



Aplicacion practica
Modelado del comportamiento de
una celda de carga’

* Qué tienen en comun una bdscula y un maniqui
C_para pruebas de choque? Ambos tienen celdas de
carga. Una celda de carga es un dispositivo que mide
fuerza, y la transforma en sefiales eléctricas. En una
béscula, una o mas celdas miden el peso que yace so-
bre la bascula. En un maniqui de prueba de choque, las
celdas de carga distribuidas en el cuerpo del maniqui
miden las fuerzas de impacto cuando el maniqui choca
con el interior del automévil.

Ya que las celdas de carga son dispositivos de me-
dicion, tienen que contar con los atributos de predeci-
bilidad y consistencia. Un requerimiento comun es
que la salida de voltaje, V, esté relacionada con la fuer-
za de entrada, F, mediante una ecuacién lineal:

V. = aF + b.

Las ecuaciones lineales se estudiaran en el capitulo 1.
Una respuesta lineal permite una transformacion sen-
cilla de voltaje a lectura métrica.

El equipo utilizado para levantar pesos con fre-
cuencia contiene celdas de carga que proporcionan
avisos de cuando el equipo alcanza su nivel limite. Su-
ponga que una compaiiia que fabrica celdas de carga
para utilizarlas en gruas, coloca una celda de pruebay
obtiene los datos siguientes (con la fuerza medida en
miles de libras y el voltaje medido en volts).

Fuerza Voltaje Fuerza Voltaje
150.000 0.11019 1650.000 1.20001
300.000 0.21956 1800.000 1.30822
450.000 0.32949 1950.000 1.41599
600.000 0.43899 2100.000 1.52399
750.000 0.54803 2250.000 1.63194
900.000 0.65694 2400.000 1.73947
1050.000 0.76562 2550.000 1.84646
1200.000 0.87487 2700.000 1.95392
1350.000 0.98292 2850.000 2.06128
1500.000 1.09146 3000.000 2.16844

Si la celda de carga se comporta adecuadamente,
una ecuacion lineal seria un buen modelo de los datos.

3Con base en la seccién 4.6.1 de Engineering Statistics Handbook,
National Institute of Standards and Technology/SEMATECH,
www.nist.gov/itl/div898/handbook/pmd/section6/pmdé1.htm.

En otras palabras, cuando los valores de los datos se
grafican como puntos en una grafica y se sobrepone
una recta, los puntos y la recta deben coincidir.

Las matemaéticas para determinar la recta que me-
jor modela los datos son muy tediosas. Por fortuna,
una calculadora gréifica puede hacerlo de manera au-
tomatica. El resultado es

V = 0.0007221F + 0.006081368.

Al graficar tanto los datos como la ecuacion, se obtie-
ne el resultado que se muestra en la figura 0.2.

Parece como si en verdad el modelo lineal fuese
un muy buen ajuste. Pero, ;es lo suficientemente bue-
no? Veamos las diferencias entre los voltajes medidos
y los valores respectivos que pronostica el modelo li-
neal. Para cada magnitud de la fuerza, restamos el vol-
taje calculado con la ecuacion, del voltaje medido para
esa magnitud de la fuerza. Las diferencias que calcula-
mos se denominan los residuales.

Una vez que hemos calculado los residuales, pode-
mos graficarlos como lo hicimos con los datos origina-
les (véase la fig. 0.3).

Tal parece que los datos que estdn en la mitad de
la figura 0.2, estan ligeramente por arriba de la recta
(residuales positivos), mientras que los que se en-
cuentran en los extremos de la recta estdn ligeramente
debajo de ella (residuales negativos). En otras pala-
bras, el patrén de los datos tiene una ligera curvatura,

3.0

2.5

Voltaje
o

1 /'/
0.5 //

L~

500 1000 1500 2000 2500 3000
Fuerza

FIGURA 0.2 El modelo lineal. 33
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Residuales
o

—-0.002 *

—-0.004

—0.006
0

500 1000 1500 2500

Fuerza

2000 3000

FIGURA 0.3 Grafica de los residuales.

la cual se hace evidente sélo cuando graficamos los re-
siduales y hacemos un “acercamiento” en la escala
vertical.

La grafica de los residuales parece una pardbola
(véase el cap. 4). Puesto que la ecuacion de una para-
bola tiene un término cuadrético, podemos esperar
que una ecuacion cuadratica sea un mejor modelo que
prediga los datos que uno lineal. Con base en la fun-
cion de regresion cuadratica de una calculadora grafi-
ca, se obtiene la ecuacion

V = (—3.22693 X 107°)F* +
0.000732265F + 0.000490711.

El coeficiente pequefio en el término de F al cuadrado
indica una no linealidad ligera en los datos.

Para el fabricante de celdas de carga, la no lineali-
dad ligera lo alertara para tomar una decisién. Por un
lado, una respuesta no lineal de la celda de carga po-
dria producir mediciones imprecisas en algunas aplica-
ciones, en especial si la celda se estd utilizando para
medir fuerzas fuera del rango de los datos de prueba
(las grias montadas en barcos de carga algunas veces
llevan cargas de hasta 5000 toneladas, o 10 millones de
libras). Por otra parte, todos los procesos de manufac-
tura implican un compromiso entre lo que es ideal y lo
que es factible practicamente.
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Ejercicios

Residuales

1. Introduzca los valores de fuerza y voltaje como
dos listas separadas en una calculadora grafica, y
luego utilice la funcién de regresion lineal del me-
nu de estadistica para generar una ecuacion de re-
gresion. Compare su resultado con la ecuacién
lineal dada en el estudio precedente.

2. Enla mayoria de las calculadoras graficas, si usted
multiplica la lista de fuerzas por 0.0007221, suma
0.006081368 y luego resta el resultado de la lista
de voltajes, tendra la lista de residuales. ;Por qué
se obtiene esto? Almacene los residuales como
una nueva lista; luego grafiquelos y compare sus
resultados con la figura 0.3.

3. Utilice la funcién de regresion cuadratica de la
calculadora gréfica para generar una nueva ecua-
cién de regresion. Compare su resultado con la
ecuacion del estudio precedente.

4. El modelo cuadratico también tiene residuales,
que cuando se grafican se ven como esto:

0.0006

0.0004

0.0002 .

—0.0002 =

—0.0004

—0.0006
0

500 1000 1500

Fuerza

2000 2500 3000

Compare la escala del eje vertical con la respecti-
va de la figura 0.3. ; Qué le sugiere esta compara-
cion? ; Qué sugiere el patrén de los datos para los
residuales cuadraticos?
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- CAPITULO 1

Ecuaciones

uando se trabaja con un problema de aplicacion de la vida real, con
Cfrecuencia nos encontramos con una o mas ecuaciones que modelan
dicha situacién. Muchos fenémenos pueden describirse utilizando ecuaciones
lineales, que son el tipo mds simple para trabajar.

Un ejemplo es el chirrido del grillo del arbol de nieve (Oecanthulus
niveus), que se encuentra en el medio oeste de Estados Unidos. A finales de
1890, los naturalistas establecieron que cuando este grillo chirria (lo cual hace
sOlo al final del verano), la velocidad del chirrido de N chirridos por minuto
estd relacionada con la temperatura del aire 7 en grados Fahrenheit por

medio de la ecuacion.
N =497 —190.!

Cuando T aumenta, también lo hace N, lo cual significa que el grillo chirria
mas rdpido en clima célido. Para predecir la velocidad de chirrido a partir de
la temperatura, simplemente multiplicamos la temperatura por 4.7 y restamos
190. Por ejemplo, cuando la temperatura es de 60 grados, el grillo chirria a
una velocidad de 4.7(60) — 190 = 92 chirridos por minuto.

(Podemos utilizar los chirridos del grillo como un termémetro para
indicar la temperatura? Si. Primero debemos despejar a T de la ecuacion,

utilizando las técnicas que se explicaran en este capitulo. El resultado es:

N + 190

T
4.7

Esto significa que si en una tarde de agosto en Nebraska, sentados en el exte-
rior oimos un grillo que emite 139 chirridos por minuto, entonces sabemos
que la temperatura es alrededor de (139 + 190) /4.7 = 70 grados.

En este capitulo, desarrollaremos técnicas para resolver no sélo las ecua-

ciones lineales, sino también las cuadraticas.

IC. A. Bessey y E. A. Bessey, “Further Notes on Thermometer Crickets”. American Naturalist, 32
(1898),263-264.
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Estudiar las ecua-
ciones equivalentes y desarrollar
técnicas para resolver ecuaciones
lineales, que incluyan las ecua-
ciones con literales.

—® Principios en prdctica 1
Ejemplos de ecuaciones

Usted estda empacando material de
cercado para un jardin rectangular
en el que el largo es 2 pies mayor
que el ancho. Escriba una ecua-
cion que represente los pies linea-
les P necesarios para un jardin con
ancho w.

Aqui estudiamos las restricciones
sobre las variables.

1.1 Ecuaciones lineales

Ecuaciones

Una ecuacién es una proposicion que indica que dos expresiones son iguales.
Las dos expresiones que conforman una ecuaciéon son llamadas sus lados o

2

miembros, y estdn separadas por el signo de igualdad “= ".

[ e .
EJEMPLO 1 Ejemplos de ecuaciones

a. x +2 = 3. b. x>+ 3x +2=0.
c. —— = 6. d w=7—z
| |

En el ejemplo 1 cada ecuacion contiene al menos una variable. Una varia-
ble es un simbolo que puede ser reemplazado por un niimero cualquiera de un
conjunto de niimeros diferentes. Los simbolos méds comunes para las variables
son las ultimas letras del alfabeto, x, y, z, w y t. De aqui que se diga de (a) y (c)
que son ecuaciones en las variables x y y, respectivamente. La ecuacién (d) es
una ecuacion en las variables w y z. En la ecuacién x + 2 = 3, los nimeros 2
y 3 se conocen como constantes, ya que son niumeros fijos.

Nunca permitamos que en una ecuacion haya una variable que tenga un
valor para el cual esa ecuacion no esté definida. Por tanto, en

y no puede ser 4, porque provocaria que el denominador fuese cero (no
podemos dividir entre cero). En algunas ecuaciones los valores permisibles de
una variable estdn restringidos por razones fisicas. Por ejemplo, si la variable ¢
representa el tiempo, los valores negativos de ¢ pueden no tener sentido.
Entonces debemos suponer que ¢t = 0.

Resolver una ecuacion significa encontrar todos los valores de sus variables
para los cuales la ecuacion es verdadera. Estos valores se conocen como solu-
ciones de la ecuacién y se dice que satisfacen la ecuacién. Cuando sélo esta im-
plicada una variable, una solucién también se conoce como raiz. Al conjunto de
todas las soluciones se le llama conjunto solucion de la ecuacién. En ocasiones,
a una letra que representa una cantidad desconocida en una ecuacion se le de-
nomina incégnita (o indeterminada). Ahora ilustraremos estos términos.

EJEMPLO 2 Terminologia para las ecuaciones

a. En la ecuacién x + 2 = 3, la variable x es la incognita. Obviamente el
unico valor de x que satisface la ecuacion es 1. De aqui que 1 sea una raiz
y el conjunto solucion sea {1}.

b. —2 es una raiz de x> + 3x + 2 = 0 porque sustituir —2 por x hace que la
ecuacion sea verdadera: (—2)* + 3(—2) + 2 = 0.

c. w = 7 — z es una ecuacién con dos incognitas. Una solucién es la pareja
de valores w = 4 y z = 3. Sin embargo, existe una infinidad de solu-
ciones. ;Podria pensar en otra?



La equivalencia no se garantiza si
ambos lados se multiplican o dividen
por una expresion que incluya una
variable.

La operacion 6 incluye tomar raices
en ambos miembros.
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Ecuaciones equivalentes

Resolver una ecuacién puede implicar la realizacion de operaciones en ella. Es
preferible que al aplicar cualquiera de tales operaciones se obtenga otra ecua-
cion con exactamente las mismas soluciones que la ecuacion original. Cuando
esto ocurre, se dice que las ecuaciones son equivalentes. Existen tres operacio-
nes que garantizan la equivalencia:

1. Sumar (o restar) el mismo polinomio? a (de) ambos miembros de una
ecuacion, en donde el polinomio estd en la misma variable que aparece
en la ecuacion.

Por ejemplo, si —5x = 5 — 6x, entonces sumar 6x a ambos miembros nos da
la ecuacion equivalente —5x + 6x =5 — 6x + 6x,0x = 5.

2. Multiplicar (dividir) ambos miembros de una ecuacién por la misma
constante, excepto el cero.

Por ejemplo, si 10x = 5, entonces dividir ambos miembros entre 10 nos da la
5 1

. . Ox
ecuacion equivalente —— = — o0x = .
q 1010 2
3. Reemplazar cualquiera de los miembros de una ecuacion por una expre-
sion igual (equivalente).

Por ejemplo,si x(x + 2) = 3, entonces reemplazar el miembro izquierdo por
la expresion equivalente x*> + 2x, da la ecuacién equivalente x> + 2x = 3.

Repetimos: la aplicacion de las operaciones, de la 1 a la 3, garantiza que la
ecuacion resultante sea equivalente a la original. Sin embargo, algunas veces,
para resolver una ecuacion, tenemos que aplicar otras operaciones, distintas
de la 1 a la 3. Estas operaciones no necesariamente resultan en ecuaciones
equivalentes. Se incluyen las siguientes.

Operaciones que pueden no producir ecuaciones equivalentes

4. Multiplicar ambos miembros de una ecuacién por una expresion que
involucre la variable.

5. Dividir ambos miembros de una ecuacion por una expresion que involu-
cre la variable.

6. Elevar ambos miembros de una ecuacién al mismo exponente.

Ilustraremos las ultimas tres operaciones. Por ejemplo, por inspeccién la
Unica raiz de x — 1 = 0 es 1. Multiplicar cada miembro por x (operacién 4)
nos da x> — x = 0, ecuacién que se satisface si x es 0 o 1 (verifique esto por
sustitucién). Pero 0 no satisface la ecuacion original. Por tanto, las ecuaciones
no son equivalentes.

Asimismo, puede verificar que la ecuaciéon (x — 4)(x — 3) = 0 se satis-
face cuando x es 4 o 3. Dividir ambos miembros entre x — 4 (operacion 5) nos
da x — 3 = 0, cuya unica raiz es 3. Otra vez no tenemos una equivalencia, ya
que, en este caso, se ha “perdido” una raiz. Observe que cuando x es 4, la divi-
sion entre x — 4 implica dividir entre 0, una operacién que no es valida.

2Véase la seccién 0.6 para una definicion de polinomio.
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Por tltimo, elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacién x = 2 (opera-
cién 6) da x> = 4, la cual es verdadera si x = 2 0 —2. Pero —2 no es raiz de la
ecuacion original.

De este estudio, queda claro que cuando realicemos las operaciones 4 al 6,
debemos ser cuidadosos acerca de las conclusiones concernientes a las raices de
una ecuacion dada. Las operaciones 4 y 6, pueden producir una ecuacion con
mas raices. Por tanto, se debe verificar si la “solucién” obtenida por estas ope-
raciones satisface o no la ecuacion original. La operacion 5 puede producir una
ecuacién con menos raices. En este caso, cualquier raiz “perdida” tal vez nun-
ca pueda determinarse. Por ello, si es posible, evite efectuar la operacion 5.

En resumen, una ecuacién puede pensarse como un conjunto de restric-
ciones sobre cualquier variable de la ecuacion. Las operaciones 4,5 y 6 pueden
aumentar o disminuir las restricciones, lo que da lugar a soluciones diferentes
de la ecuacion original. Sin embargo, las operaciones 1,2 y 3 nunca afectan las
restricciones.

Una calculadora gréfica puede utilizarse para compro-
bar una raiz. Por ejemplo, suponga que queremos de-
terminar si 3/2 es una raiz de la ecuacion

253 + 7x2 = 19x + 60. g-1-

entonces debemos reemplazar ¢ por x, ya que la calcu-
ladora evalda Y, en un valor especifico de x, no de t.

Y CES2D

i R

Primero, reescribimos la ecuacion de modo que un
miembro sea 0. Restar 19x + 60 de ambos miembros
nos da la ecuacién equivalente

233 + 7x% — 19x — 60 = 0.

En una calculadora gréfica TI-83 ingresamos la expre-
sién 2x* + 7x*— 19x — 60 como Y, y después evalua-
mos Y, en x = 3/2. La figura 1.1 muestra que el
resultado es —66, el cual es diferente de cero. Por tanto,
3/2 no es una raiz. Sin embargo, si Y, es evaluada en
x = —5/2 esto nos da 0. De modo que —5 /2 es una raiz
de la ecuacion original.

Conviene destacar que si la ecuacién original hu-
biera estado en términos de la variable ¢,

2683 + 72 = 19 + 60,

FIGURA 1.1 Para2x® + 7x* —
19x — 60 = 0, %/, no es raiz, pero
3/, siloes.

Ecuaciones lineales

Los principios presentados hasta aqui se demostrardn ahora en la solucién de
una ecuacion lineal.

Definicion

Una ecuacion lineal en la variable x es una ecuacién que puede escribirse en la
forma

ax + b =0, @

donde a y b son constantesy a # 0.

Una ecuacion lineal también se conoce como ecuaciéon de primer grado o
ecuacion de grado uno, ya que la potencia més alta de la variable que aparece
en la ecuacion (1) es la primera.



—® Principios en practica 2
Resolucion de una ecuacion
lineal

El ingreso total de una cafeteria
con base en la venta de x cafés es-
peciales esta dado por r = 2.25x,
y sus costos totales diarios estdn
dados por ¢ = 0.75x + 300.
(Cuéntos cafés especiales se ne-
cesitan vender cada dia para obte-
ner el punto de equilibrio? En
otras palabras, ;cuando el ingreso
es igual a los costos?

—® Principios en prdctica 3
Resolucion de una ecuacion
lineal

Moénica y Pedro han convenido en
juntar sus ahorros cuando hayan
ahorrado la misma cantidad de
dinero. Monica puede ahorrar $40
semanales, pero ella primero debe
usar $125 para pagar la deuda de
su tarjeta de crédito. Pedro ha
ahorrado $35 semanales durante
tres semanas. ;Dentro de cudnto
tiempo juntardn sus ahorros?
(Cuédnto habrd ahorrado cada
uno de ellos?
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Para resolver una ecuacion lineal realizamos operaciones en ella hasta
obtener una ecuacion equivalente cuyas soluciones son obvias. Esto significa
una ecuacion en la que la variable queda aislada en un lado de la ecuacién, co-
mo lo muestran los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 3 Resolucion de una ecuacion lineal

Resolver 5x — 6 = 3x.

Solucion: empezamos por dejar los términos que incluyen a x en un la-
do y las constantes en el otro. Entonces despejamos x por medio de las opera-
ciones matematicas adecuadas. Tenemos

5x — 6 = 3x,

5x — 6 + (—3x) = 3x + (—3x) (sumando —3x a ambos miembros),

2x —6=0 (simplificando, esto es, operacion 3),
2x —6+6=0+6 (sumando 6 a ambos miembros),
2x =6 (simplificando),
2 6
jx = > (dividiendo ambos miembros entre 2),
x =3

Es claro que 3 es la tinica raiz de la dltima ecuacién. Como cada ecuacion es
equivalente a la anterior, concluimos que 3 debe ser la Unica raiz de
5x — 6 = 3x. Esto es, el conjunto solucion es {3}. Podemos describir el pri-
mer paso en la solucién de una ecuacién como el mover un término de un
lado a otro cambiando su signo; esto por lo regular se conoce como transpo-
ner. Observe que como la ecuacion original puede escribirse en la forma
2x + (—6) = 0, resulta ser una ecuacién lineal.

EJEMPLO 4 Resolucion de una ecuacion lineal

Resolver 2(p +4) =Tp + 2.

Solucion: primero quitamos los paréntesis. Después agrupamos los
términos semejantes y resolvemos. Tenemos

2Ap+4)=Tp+2

2p +8=7Tp + 2 (propiedad distributiva),

2p=Tp — 6 (restando 8 de ambos lados),
—S5p = —6 (restando 7p de ambos lados),
—6
P=_3 (dividiendo ambos lados entre —5),
]
p 5'
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La propiedad distributiva requiere
de que ambos términos en el parén-
tesis sean multiplicados por 4.

Toda ecuacion lineal tiene exacta-
mente una raiz.

—® Principios en prdctica 4
Resolucion de una ecuacion
con literales

La formula d = rt proporciona la
distancia d que un objeto recorre
viajando a una velocidad r du-
rante un tiempo ¢. ;Cudl es la ve-
locidad r de un tren que viaja d
millas en ¢ horas?

EJEMPLO 5 Resolucion de una ecuacion lineal

x+3 9% —8 _

6.
2 4

Resolver

Solucion: primero eliminamos fracciones multiplicando ambos lados de la
ecuacién por el minimo comin denominador (MCD),> que es 4. Después
efectuamos varias operaciones algebraicas para obtener una solucion. Asi,

7x+3 9x —8
4 — =4
7x + 3 9x — 8
4- XT —4- XT =24 (propiedad distributiva),
2(7x +3) — (9x — 8) =24 (simplificando),
14x + 6 —9x + 8 =24 (propiedad distributiva),
Sx +14 =24 (simplificando),
S5x =10 (restando 14 de ambos lados),
x=2 (dividiendo ambos lados entre 5).
S

Cada ecuacion de los ejemplos 3 al 5 tiene una sola raiz. Esto es cierto para
toda ecuacion lineal en una variable.

Ecuaciones con literales

Las ecuaciones en las que algunas de las constantes no estdn especificadas pe-
ro estan representadas por letras, tales como a, b, ¢ o d, se llaman ecuaciones
con literales y las letras se conocen como constantes literales o constantes
arbitrarias. Por ejemplo, en la ecuaciéon con literales x + a = 4b, podemos
considerar a a y b como constantes arbitrarias. Las férmulas como I = Prt,
que expresan una relacion entre ciertas cantidades, pueden considerarse como
ecuaciones con literales. Si queremos expresar una letra en particular en tér-
minos de las otras, esta letra es considerada la incégnita.

EJEMPLO 6 Resolucion de ecuaciones con literales

a. La ecuacion I = Prt es la formula para el interés simple I sobre un capital
de P dolares a una tasa de interés anual r en un periodo de t aiios. Expresar
ren términos de I, Py t.

Solucion: aqui consideramos que r serd la incégnita. Para aislar a r divi-
dimos ambos lados entre Pt. Tenemos

I = Prt,
1 _Pn
Pt Pt’
1 I
Ft=r0r=?t.

El minimo comtin denominador de dos o més fracciones es el nimero mas pequefio con todos los
denominadores como factores. Esto es, el MCD es el minimo comtn muiltiplo de todos los de-
nominadores.
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Cuando dividimos ambos lados entre Pt, suponemos que Pt # 0, ya que
no podemos dividir entre 0. Suposiciones semejantes se hardn al resolver
otras ecuaciones con literales.

b. La ecuacion S = P + Prt es la formula para el valor S de una inversion
de un capital de P dolares a un interés anual simple r durante un periodo de
t aitos. Resolver para P.

Solucion:
S =P+ Prt,
S =P+ r) (factorizando),
S R
=P (dividiendo ambos lados entre 1 + rt).
1+ rt
| |
| [ ————— .z o .
—= Principios en prdctica 5 EJEMPLO 7 Resolucion de una ecuacion con literales
Resolucion de una ecuacién Resolver (a + ¢)x + X2 = (x + a)z para x.

con literales .. . . Cp . .
Solucion: primero debemos simplificar la ecuacion y después colocar todos

i 6 = 411( % )2 propor- los términos que incluyan a x en un lado:

proporciona el area de la superfi- (a + c)x + x> = (x + a)’,

cie S de una esfera con didmetro s 2 )
d. ;Cuil es la longitud del lado de ax + ex + x° = x" + 2ax + a’,
la caja més pequena que podra
contener una bola con érea de su-
perficie igual a S? cx — ax = a’,

ax + cx = 2ax + 4,

x(c —a) = a’,

Q Ejercicio 1.1

En los problemas del 1 al 6 determine por sustitucion cudles de los niimeros dados satisfacen la ecuacion.

1. 9x — x> = 0; 1,0. 2. 20 — 9x = —x% 54.
.y +2(y —3) =421 4. 2x + x> — 8 = 0; 2, —4.
5.x6 + x) — 2(x + 1) — 5x = 4, =2,0. 6. x(x + 1)*(x +2) =0;0, —1,2.

En los problemas del 7 al 16 determine qué operaciones se aplicaron a la primera ecuacién para obtener la segunda. Establezca
si las operaciones garantizan o no que las ecuaciones sean equivalentes. No resuelva las ecuaciones.

7.x — 5 = 4x + 10; x = 4x + 15. 8.8x—4=16;x—%=2.
9. x = 3; x*=81. 10.%x2+3=x—9;x2+6=2x—18.
2
M x> —2x =0, x —2=0. 12. ——+x=x%2+x(x—2)=x*(x —2).

x—2
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2
—1
B =3 1=3x— 1), 4. x(x + 11)(x + 9) = x(x + 5);
(x +11)(x +9) =x + 5.
x(x + 1) 1 ,
15.75 =x(x+9);x+1=(x+9)(x—5). 16. 2x* — 9 = x; x> —ix = 3.
Y —

En los problemas del 17 al 46, resuelva las ecuaciones.

17. 4x = 10. 18. 02x =17. 19. 3y =0. 20. 2x — 4x = —5.
21. —5x = 10 — 15. 22. 3 —2x = 4. 23. 5x —3 =09, 24. \/§x+3=8.
25 7x +7 = 2(x + 1). 26. 67+ 57— 3 = 4l. 27. 2(p — 1) — 3(p — 4) = 4p.
5 6
28 1 =2 — 202t — 3(1 — 1)]. 29, T =2y —6. 30. 2 —2=2_4
5 7 7
4x X X X 3
31.7+?—5. 32. 5—4—§. 33.6]—561_4
X x X 1 y y y_y
M-+ =7 35 3x+ L —5=_+5x 6. y— >+ =1
23 TS 507 Y723 4 5
2y =3 6y +7 p 3 9 w w w
7. = : .t p=2(p— 1) L wt - =
3.7 3 B St =50p =1 ¥eowt oty
7+2(X+1)_6x x+2 2—x_ x 2(x—4)_
40.f—?. 41. 3 G =x—2. 42. §+T—7
9 3 2y—7 8 —9 3y—5
43.-(3 — x) =>(x — 3). 4. + = :
3 58— 0 =4k —3) 3 14 21

45. %(4)( —3)=2[x — (4x — 3)]. 46. (3x — 1)> — (5x — 3)> = —(4x — 2)%

En los problemas del 47 al 54 exprese el simbolo indicado en términos de los simbolos restantes.

47. [ = Prt; P. 48. ax + b =0; x. 49. p=28q— 1, q.
2ml
. p=—3q + 6 q. 1. = P(1 + rt); r. 2. r=——""+, m
50. p 3g +6; g 51. S ( rt), r 52. r Bn + 1) m
RI(1+0)"—1
53. 5 = g(a1 + a,); ay. sq, = AR L
i

55. Geometria Utilice la formula P = 2/ + 2w para 59. Depreciacion lineal Si usted compra un articulo para

determinar el ancho w de un rectdngulo con perimetro uso empresarial, al preparar la declaracion de impues-

P de 960 m, cuyo largo / es de 360 m. tos usted puede repartir su costo entre toda la vida ttil

del articulo. Esto se denomina depreciacién. Un método
de depreciacion es la depreciacion lineal, en la que la
depreciacion anual se calcula dividiendo el costo del
articulo, menos su valor de rescate, entre su vida util.
' Supdngase que el costo es C ddlares, la vida titil es N
/L afios y no hay valor de rescate. Entonces el valor V (en
15 délares) del articulo al final de n afios esta dado por

57. Impuesto de venta Un agente de ventas necesita

calcular el costo de un articulo con un impuesto de ven- n

ta de 8.25%. Escriba una ecuacién que represente el V= C<1 - ﬁ)

costo total ¢ de un articulo que cuesta x dolares.

56. Geometria Utilice la formula A = } b/ para determi-
nar la altura 4 de un tridngulo con 4rea de 75 cm?, cuya
base b es 15 cm.

58. Ingreso Elingreso mensual total de una guarderia Si el mobiliario nuevo de una oficina se comproé por
obtenido del cuidado de x nifios esta dado por $3200, tiene una vida 1til de 8 afos y no tiene valor
r = 450x, y sus costos mensuales totales estdn dados de rescate, ;después de cudntos afios tendrd un valor de
por ¢ = 380.x + 3500. ; Cuéantos nifios se necesitan $2000?

inscribir mensualmente para llegar al punto de
equilibrio? En otras palabras, ;cuando los ingresos
igualan a los costos?



60. Ondas de radar

61

13

Cuando se utiliza un radar para de-
terminar la velocidad de un automévil en una autopista,
una onda es enviada desde el radar y reflejada por el
automovil en movimiento. La diferencia F (en ciclos
por segundo) de la frecuencia entre la onda original y la
reflejada estd dada por

_f
T 3348°

donde v es la velocidad del automavil en millas por ho-
ray fla frecuencia de la onda original (en megaciclos
por segundo).

Suponga que usted estd manejando en una autopista
que tiene un limite de velocidad de 65 millas por hora.
Un oficial de la policia dirige una onda de radar con
una frecuencia de 2450 megaciclos por segundo a su
automovil y observa que la diferencia en las frecuencias
es de 495 ciclos por segundo. ;El oficial puede recla-
marle que iba a exceso de velocidad?

F

Ahorros Paulay Sam quieren comprar una casa, de
modo que han decidido ahorrar la cuarta parte de sus
respectivos salarios. Paula gana $24.00 por hora y recibe
$8.00 extra a la semana, por declinar las prestaciones de
la empresa, mientras que Sam gana $28.00 por hora mas
las prestaciones. Ellos quieren ahorrar al menos $405.00
semanales. Si trabajan el mismo nimero de horas,
(cuantas horas debe trabajar cada uno de ellos cada
semana?
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62. Gravedad Laecuaciénh = —4.9¢> + mesla férmu-

63.

64

la para la altura 4, en metros, de un objeto ¢ segundos
después que es soltado desde una posicion inicial de m
metros. {Cudnto tiempo ¢ ha estado cayendo un objeto,
si éste ha caido desde una altura m y ahora esta a una
altura h?

Expansion lineal Cuando los objetos sélidos son ca-
lentados se expanden en longitud —es la razén por la
que en el pavimento y en los puentes se colocan juntas
de expansion. Por lo general, cuando la temperatura de
un cuerpo solido de longitud I se incremente desde T
hasta 7, la longitud, /, del cuerpo esta dada por

I =151+ aT — Ty,
donde « (letra griega alfa) se denomina coeficiente de
expansién lineal. Suponga que una varilla de metal de 1
m de longitud a 0 °C se expande 0.001 m cuando se ca-
lienta desde 0 hasta 100 °C. Encuentre el coeficiente de
expansion lineal.

Relacion presa-depredador Para estudiar la relacién
presa-depredador, se realizé un experimento® en el que
un sujeto con los ojos vendados, el “depredador”, se pu-
so al frente de una mesa cuadrada de 3 pies por lado en
la que se colocaron uniformemente distribuidos, discos
de papel de lija como “presa”. Durante un minuto el
“depredador” busco los discos dando golpecitos suaves
con un dedo. Siempre que se encontraba con un disco
lo retiraba y reanudaba la busqueda. El experimento
fue repetido para varias densidades de discos (nimero
de discos por 9 pies?). Se estimé que si y es el nimero de
discos retirados en 1 minuto cuando x discos estdn en la
mesa, entonces

y = a(l — by)x,

donde a y b son constantes. Resuelva esta ecuacion para y.

En los problemas del 65 al 68 utilice una calculadora grdfica para determinar, si los hay, cudles de los niimeros dados son raices
de la ecuacion dada.

S65. 112x2=6x + 1; 5, — % —

=

! 67

346 —7 _
‘48t —2

7; \/,

266, 8x° + 1lx + 21 = 58x% 7,— 4,%.

= 68. ( 2

)2_ 013
v+ 3 RV

OERIE800H Resolver ecuaciones
fraccionarias y con radicales que
conducen a ecuaciones lineales.

—® Principios en practica 1
Resolucion de una ecuacion
fraccionaria

Un bote que viaja a una velocidad
r, recorre 10 millas rio abajo en
una corriente de 2 millas por ho-
ra; al mismo tiempo un bote que
viaja a la misma velocidad recorre
6 millas rio arriba en contra de la
corriente. Escriba una ecuacion
que describa esta situacion, y de-
termine la velocidad de los botes.

1.2  ECUACIONES QUE CONDUCEN A ECUACIONES LINEALES

Ecuaciones fraccionarias

En esta seccidn, ilustramos que al resolver una ecuacion no lineal puede suceder
que ésta se reduzca a una ecuacion lineal. Empezamos con una ecuacion fraccio-
naria, que es una ecuacion en que una incognita estd en un denominador.

EJEMPLO 1 Resolucion de una ecuacion fraccionaria

6
x—3

Resolver
X

4C. S. Holling, “Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism”, The Canadian
Entomologist, XCI, nim. 7 (1959), 385-398.
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Una resolucidn alternativa que evita

la multiplicacién de ambos lados por

el MCD es como sigue:
5 6
x—4 x—3
Suponiendo que x noes3 ni 4y
combinando las fracciones tenemos
9 —x
(x — 4)(x — 3)
Una fraccion puede ser 0 s6lo
cuando su numerador es 0 y su

denominador es distinto de cero.
Por tanto,x = 9.

0.

= 0.

Solucion:

Estrategia: primero escribimos la ecuacion de manera que no tenga frac-
ciones. Después utilizamos las técnicas algebraicas comunes para resolver
la ecuacion lineal resultante.

Multiplicando ambos lados por el MCD, (x — 4)(x — 3), tenemos
5 6
— 4 _ ) = — 4 _ -
(x )(x 3)<x—4> (x )(x 3)<x—3>’

5(x —3) =6(x —4) (ecuacion lineal),

5x — 15 = 6x — 24,
9 = x.

En el primer paso, multiplicamos cada lado por una expresion que incluya a la
variable x. Como mencionamos en la seccién 1.1, esto significa que no estamos
garantizando que la dltima ecuacidn sea equivalente a la original. Asi, debe-
mos verificar si 9 satisface o no la ecuacion original. Sustituyendo 9 por x en la
ecuacion, obtenemos

5 6

9—4 9-3
1=1,
que es un enunciado verdadero. Por tanto, 9 es una raiz.

Algunas ecuaciones que no son lineales no tienen solucién. En ese caso,
decimos que el conjunto solucién es el conjunto vacio o conjunto nulo, al que
denotamos por { } o &. El ejemplo 2 ilustra lo anterior.

EJEMPLO 2 Resolucion de ecuaciones fraccionarias

a Resolver3x+4—3x_5— 12
’ x+2 x — 4 x2—2x— 8§

Solucion: al observar los denominadores y notar que

X2 —=2x — 8= (x +2)(x — 4),

concluimos que el MCD es (x + 2)(x — 4). Multiplicando ambos miem-
bros por el MCD, tenemos

12

3x+4_ 3x
(x +2)(x — 4)

(x+ﬂ@—4%x+2 x:f>=u+oxx—®-

(x —4)Bx +4) — (x +2)(3x — 5) = 12,
3x> — 8x — 16 — (3x* + x — 10) = 12,
3x2 —8x — 16 — 3x* — x + 10 = 12,
—9x — 6 =12,
—9x = 18,

x = 2. €))




—® Principios en prdctica 2
Ecuacion con literales

El tiempo que le toma a un aero-
plano recorrer una distancia dada
con viento a favor, puede calcular-
se dividiendo la distancia entre la
suma de la velocidad del aeropla-
no y la velocidad del viento. Escri-
ba una ecuaciéon que calcule el
tiempo ¢ que le toma a un aeropla-
no, que viaja a una velocidad r con
un viento w, cubrir una distancia
d. Resuelva la ecuacion para w.

—® Principios en prdctica 3
Resolucion de una ecuacion
con radicales

La diferencia entre la longitud de
una rampa y la longitud de la dis-
tancia horizontal que cubre es de
2 pies. El cuadrado de la distancia
vertical que cubre la rampa es de
16 pies cuadrados. Escriba una
ecuacion para la diferencia y re-
suélvala. ;Cuadl es la longitud de la
rampa?
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Sin embargo, la ecuacion original no esta definida para x = —2 (no pode-
mos dividir entre cero), de modo que no existen raices. Asi, el conjunto so-
lucién es J. Aunque —2 es una solucion de la ecuacion (1), no lo es de la
ecuacion original, por lo que se le denomina solucion extraina de la ecua-
cién original.

4

b. Resolver —— = 0.
x—5

Solucion: la Gnica manera que una fraccion puede ser igual a cero es

cuando el numerador es 0 pero su denominador no. Ya que el numerador,
4, nunca es 0, el conjunto solucién es .

EJEMPLO 3 Ecuacion con literales

. u , .
Si s = ————, exprese u en términos de las restantes letras; esto es, resolver
a v

u +
para u.

Solucion:

Estrategia: como la incégnita, u, esta en el denominador, primero quitamos
las fracciones y después resolvemos para u.

_u
ST
s(au + v) = u (multiplicando ambos lados por au + v),
sau + sv = u,
sau — u = —sv,
u(sa — 1) = —swv,
sy sv
“Tw—1 1-sa

Ecuaciones con radicales

Una ecuacion con radicales (ecuacién radical) es aquélla en la que una incég-
nita aparece en un radicando. Los dos ejemplos siguientes ilustran las técnicas
empleadas para resolver tales ecuaciones.

EJEMPLO 4 Resolucion de una ecuacion con radicales

Resolver Vx> + 33 — x = 3.

Solucion: para resolver esta ecuacion radical, elevamos ambos miembros a
la misma potencia para eliminar el radical. Esta operacién no garantiza la
equivalencia, de modo que debemos verificar las “soluciones” resultantes. Em-
pezamos aislando el radical en un lado. Después elevamos al cuadrado ambos
lados y despejamos utilizando las técnicas comunes. Ast,

Va2 + 33 =x+ 3,

x>+ 33 = (x + 3)? (elevando al cuadrado ambos lados),
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x>+ 33=x+6x+09,
24 = 6x,
4 = x.

Por sustitucion se debe demostrar que 4 es en realidad una raiz.

Con algunas ecuaciones radicales puede tener que elevar ambos lados a la
misma potencia en mas de una ocasion, como lo muestra el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Resolucion de una ecuacion con radicales

Resolver Vy — 3 — Vy = -3.

Solucion: cuando una ecuacién tiene dos términos que implican radicales,
primero la escribimos de modo que esté un radical en cada lado, si es posible.
Después elevamos al cuadrado y resolvemos. Tenemos

La razon por la que dcscamos.un.a \ /y a2 — \fy -3

radical en cada lado es para eliminar

elevando al cuadrado un binomio y—3=y—6Vy+9 (elevando ambos lados al cuadrado),
con dos radicales diferentes.
6\Vy = 12,

Vy=2,

y=4 (elevando ambos lados al cuadrado).

Sustituyendo 4 en el lado izquierdo de la ecuacion original nos da V1 - \/Zl,
que es —1. Ya que este resultado no es igual al del lado derecho, —3, no hay
solucion. Esto es, el conjunto solucion es (J. Aqui 4 es una solucién extraia.

Q Ejercicio 1.2

En los problemas del 1 al 34 resuelva las ecuaciones.

5 4 7
1. — = 25. 2. =2 3. =0.
X x—1 3—x
S5x — 2 4 3 x+3 2
4., = 0. 5. = — 6. =
x+1 §—x 4 X 5
4
7. a :1 8 717—1. 9 #:L
5 —4 3 7—p p—1 p—2
2x — 3 1 1 4 4 3
10. = 6. 1. —+ - = —-. 12. = .
4x — 5 x 5 5 t—3 t—4
— — — 6 +6
ooz ol o 22t 5. 2200
2x +3  2x +1 x—1 3—x y y y—6
y—3 y—3 —4 7 3 1 3 4
16. = . 17. = + . 18. — = .
y+3 y+2 x — 1 2 —x x +1 8 x—3 x — 2 1 — 2x
9 3x X X 3x — 4
19. = . 20. — = . 2. Vx +5=4
x—3 x—3 x+3 x—3 x*2-—9 *

2. \V;-2=3 23, V5x—6—16=0. 24. 6—\V2x+5=0.
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25.1/§+1=§. 2. (x +6)2=7. 27. Vax — 6=V
28. /5 + 2x = Viax — 2. 29. (x —3)¥2 =38, 30. Vy2—9=9—y,
3. Vy +Vy +2=3. 2. Vi—Vx+1=1 3. V2+2:=3+12

[ [ 2
34- ;_ 5,',07_2—0.

En los problemas del 35 al 38 exprese la letra indicada en términos de las letras restantes.

d x—a x—0b
35, r = 3 L. 36. — = ;
Tl —ar b—x a—x
2ml 1 1 1
3. r=———5 n. 8. —+—=—4¢.
B(n + 1) p qa f
39. Densidad de presas En cierta drea el nimero, y, de de 5 pies. El cuadrado de la distancia vertical que cubre
larvas de polillas consumidas por un solo escarabajo la rampa es 45 pies cuadrados. Escriba una ecuacién
depredador en un periodo determinado, esta dado por para la diferencia y resuélvala. ; Cudl es la longitud de
la rampa?
y 14x 43. Horizonte de laradio El rango de trasmision, en me-

1+ 0.09x tros, de un trasmisor VHF de radio, es 4.1 veces la raiz
cuadrada de la altura por encima del suelo de la antena,
medida en metros. La antena A se coloca 8.25 m mas arri-
ba que la antena B y puede trasmitir 6.15 km mas lejos.
(Qué tan arriba del suelo estan colocadas las antenas

en donde x es la densidad de presas (el nimero de
larvas por unidad de area). ;Qué densidad de larvas
permitiria sobrevivir a un escarabajo, si éste necesita
consumir 10 larvas en el periodo dado?

AyB?
40. Horas de servicio Supdngase que la razon del nimero Y . )
de horas que una tienda de video est4 abierta al niime- 44. Derrape di}lwmno"ll 'Lapolicia ha usado la for-
ro de clientes diarios es constante. Cuando la tienda mula s = V30 fd para estimar la velocidad s (en millas

por hora) de un automévil, si éste derrapd un tramo de
d pies cuando se detuvo. La literal fes el coeficiente
de friccion, determinado por la clase de camino (como
concreto, asfalto, grava o alquitrdn) y si estd hiumedo o
seco. Algunos valores de f'se dan en la tabla 1.1. ;A 40
millas por hora, aproximadamente cudntos pies derra-
pard un automovil en un camino de concreto seco? Dé
la respuesta al pie mds cercano.

estd abierta 8 horas, el nimero de clientes es 92 menos
que el nimero maximo de clientes. Cuando la tienda
permanece abierta 10 horas, el nimero de clientes es
46 menos que el nimero méaximo de clientes. Escriba
una ecuacion que describa esta situacion y determine
el niimero maximo de clientes diarios.

41. Tiempo de viaje El tiempo que le toma a un bote
recorrer una distancia dada rio arriba (en contra de la
corriente), puede calcularse dividiendo la distancia en-
tre la diferencia de la velocidad del bote y la velocidad TABLA 1.1
de la corriente. Escriba una ecuacion que calcule el
tiempo ¢ que le toma a un bote, que se mueve a una
velocidad r en contra de una corriente ¢, recorrer
una distancia d. Resuelva su ecuacién para r. Humedo 0.4 0.5

Concreto  Alquitran

42. Longitud de unarampa La diferencia entre la longi- Seco 0.8 1.0
tud de una rampa y la longitud horizontal que cubre es

Resolver ecuaciones 1,3 ECUACIONES CUADRATICAS
cuadraticas por medio de facto-

rizacién o con la férmula
cuadratica.

Para aprender como resolver problemas mas complejos, pasemos a los méto-
dos de solucion de ecuaciones cuadridticas.

Definicion
Una ecuacion cuadrdtica en la variable x es una ecuacion que puede escribir-
se en la forma

ax’> + bx + ¢ =0, 1

donde a, b y ¢ son constantes y a # 0.
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~—® Principios en prdctica 1
Resolucion de una ecuacion
cuadratica por factorizacion

Un numero elevado al cuadrado es
30 veces mas que el nimero. ;Cudl
es el numero?

No divida ambos miembros entre w
(una variable), ya que esto no garan-
tiza la equivalencia y podriamos
“perder” una raiz.

—® Principios en prdctica 2
Resolucion de una ecuacion
cuadratica por factorizacion

El 4rea de un mural rectangular,
que tiene un ancho de 10 pies
menos que su largo, es de 3000
pies cuadrados. ; Cuales son las di-
mensiones del mural?

Una ecuacion cuadrética también se conoce como ecuacion de segundo
grado o ecuacion de grado dos, ya que la potencia mds grande que aparece en
ella es la segunda. Mientras que una ecuacion lineal s6lo tiene una raiz, una
ecuacion cuadrética puede tener dos raices diferentes.

Solucién por factorizacion
Un método util para resolver ecuaciones cuadréticas se basa en la factoriza-

cién, como lo muestran los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 1 Resolucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

a. Resolver x> + x — 12 = 0.

Solucion: el lado izquierdo se factoriza con facilidad:
(x = 3)(x +4)=0.

Piense en esto como dos cantidades, x — 3 y x + 4, cuyo producto es cero.
Siempre que el producto de dos o mas niimeros sea cero, entonces, al me-
nos uno de los niimeros debe ser cero. Esto significa que

x—3=0 o x+4=0.

Resolviendo éstas tenemos x =3 y x = —4. Por tanto, la raices de la ecua-
cion original son 3 y -4,y el conjunto solucién es {3,— 4}.

Resolver 6w?> = Sw.

&

Solucion: escribimos la ecuacidon como

6w®> — 5w =0,
de modo que un miembro sea 0. Factorizando nos da
w(6bw — 5) = 0.
Haciendo cada factor igual a cero, tenemos

w=20 0 6w —5=0.
6w = 5.

Por tanto, las raices son w = 0y w = 2. Observe que si hubiésemos divi-
dido ambos miembros de 6w? = 5w entre w y obtenido 6w = 5, nuestra
tinica solucién seria w = 2, Esto es, se habria perdido la raiz w = 0. Esto
confirma nuestro estudio de la operacion 5 en la seccion 1.1.

EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuacion cuadratica por factorizacion

Resolver (3x — 4)(x + 1) = —2.
Q Advertencia Usted debe abordar un problema como éste con cuidado.
Si el producto de dos cantidades es igual a —2, no es verdadero que al

menos una de las dos cantidades debe ser —2. ;Por qué? No debe tomar cada
factor igual a —2; al hacerlo asi no obtendr4 soluciones de la ecuacién dada.

Solucion: primero multiplicamos los factores del miembro izquierdo:



No deje de tomar en cuenta que el
factor x da lugar a una raiz.

—® Principios en prdctica 3
Resolucion de una ecuacién
de grado mas alto por
factorizacion

Un prisma rectangular, con base
cuadrada y altura que es 5 veces
mas larga que su ancho, tiene un
volumen que es igual a 5 veces su
ancho. ;Cudles son las dimensiones
del prisma rectangular?
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3P —x —4=-2
Al reescribirla de modo que 0 aparezca en un miembro, tenemos
3x2—x—2=0,
Bx +2)(x—1) =0,

1.

__2
T3

Algunas ecuaciones que no son cuadraticas pueden resolverse por factori-
zacion, como lo muestra el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Resolucion de ecuaciones de grado superior por factorizaciéon

a. Resolver 4x — 4x° =

Solucion: ésta es una ecuacion de tercer grado. Procedemos a resolverla

como sigue:
4x — 4x* =0,
4x(1 —x*) =0 (factorizando),
4x(1 —x)(1 +x) =0 (factorizando).

Al hacer cada uno de los factores igual a cero, obtenemos 4 = 0 (lo cual
es imposible),x = 0,1 — x = 0,obien1 + x = 0. Asi,
x=0,1,—1,

que podemos escribir como x = 0, =+1.
b. Resolver x(x + 2)*(x + 5) + x(x +2)> = 0.

Solucion: factorizando x(x + 2)? en ambos términos del miembro iz-
quierdo, tenemos

x(x +2)[(x +5) + (x +2)] =0,
x(x +2)*(2x +7) = 0.

De aqui que, x = 0,x +2 = 0,0 bien 2x + 7 = 0, de lo cual conclui-
mos que x = 0,—2, — %

|
EJEMPLO 4 Una ecuacion fraccionaria que se reduce
a una ecuacion cuadratica
Resolver
y+1 y+5 72y + 1)
= ()

y+3 y—Z_y2+y—6'

Solucion: multiplicando ambos lados por el MCD, (y + 3)(y — 2), obte-
nemos

Yy=2)y+ 1)+ (y+3)+5 =72y +1). K))

Ya que la ecuacién (2) se multiplicé por una expresion que incluye a la varia-
ble y, recuerde (de la seccion 1.1) que la ecuacion (3) no es necesariamente
equivalente a la (2). Después de simplificar la ecuacion (3) tenemos
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No concluya de manera precipitada
.z 2 2
que la solucién de x~ = 3 sélo con-

sisteen . — \ﬁ

—® Principios en prdctica 4
Solucion por medio de
factorizacion

Si usted gano $225 por la venta de
x articulos a x ddlares cada uno,
(cuantos articulos vendié y a qué
precio vendié cada uno de ellos?

2y’ =7y +6=0 (ecuacion cuadrética),
2y —=3)(y —2)=0 (factorizando).
Por tanto,3 y 2 son posibles raices de la ecuacion dada. Pero 2 no puede ser raiz
de la ecuacion (2) ya que la sustituciéon conduce a un denominador de 0. Sin
embargo, debemos verificar que 3 en verdad satisface la ecuacién original para

concluir asi que es la raiz.
S |

EJEMPLO 5 Solucién por factorizacion

Resolver x* = 3.

Solucion:

Factorizando, obtenemos
(x — V3)(x + V3) =0

Por tanto, x — V3 =0obienx + V3 = 0,de modo que x = +V/3.
Una forma maés general de la ecuacién x*> = 3, es u?> = k. Como antes, po-
demos mostrar lo siguiente

Siu? =k, entonces u= +Vk. 4

Formula cuadratica

Resolver ecuaciones cuadraticas por factorizacion puede ser muy dificil, como

es evidente al tratar ese método en la ecuacién 0.7x> — V2x — 8V/5 = 0,
Sin embargo, existe una férmula llamada férmula cuadrdtica® que da las raices
de cualquier ecuacion cuadratica

Formula cuadratica

Las raices de la ecuacion cuadratica ax’> + bx + ¢ = 0,endonde a, b y ¢
son constantes y a # 0, estan dadas por

—b + Vb* — 4dac

2a

X =

Q Advertencia Asegtirese de utilizar la férmula cuadratica correctamente.

\V/b* — 4ac

#* —b +
. 2a

SUna deduccién de la férmula cuadratica aparece en la seccién 1.4.
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—= Principios en préctica 5 EJEMPLO 6 Una ecuacion cuadratica con dos raices reales
Una ecuacién cuadratica con Resolver 4x* — 17x + 15 = 0 mediante la férmula cuadrdtica.

dos raices reales Solucion: aquia=4,b=—17y c=15.Por tanto,

Supdngase que la altura £, en pies,

de fuegos artificiales lanzados di- b £ VP —dac  —(—17) £ V(—17)> — 4(4)(15)
rectamente hacia arriba desde el r = 2a - 2(4)
nivel del suelo, estdi dada por
h =160t — 16/, en donde ¢ estd en 17+ V49 17 x7
segundos. ;En cudnto tiempo los - 8 - g
fuegos artificiales estardan a 300
pies del suelo? Las rai 17+7 24 3 17—7 10 5
as raices son =—= =— =
8 s Y 8 8§ 4
|
| [ .z P -
—# Principios en prdctica 6 EJEMPLO 7  Una ecuacion cuadratica con una raiz real
Una ecuacién cuadratica con Resolver2 + 6\/2y + 9y? = 0 por medio de la férmula cuadrtica.

una raiz real

Supéngase que el ingreso semanal  So/ucién: vea el acomodo de los términos. Aqui a = 9,b = 6\V2,y ¢ = 2.
r de una compafiia estd dado por Por lo que

la ecuacién r = —2p> + 400p, en
donde p es el precio del producto

que vende la compania. ;Cual es _ —b+ Vb — dac _ —6V2 + V0

el precio del producto si el ingreso y
semanal es de $20,000? 2a 2(9)
Asi,
_—6V2+0_ V2 . _—6V2—0_ V2
Y 18 3 Y 18 3
V2

Por tanto, la Gnica raiz es — 5

—= Principios en prictica 7 EJEMPLO 8 Una ecuacion cuadratica sin raices reales
Una ecuacién cuadratica sin Resolver por medio de la férmula cuadrdtica 7> + z + 1 = 0.
raices reales Solucion: aquia = 1,b = 1y c = 1. Las raices son
Supdngase que la altura 4, en pies, 5
de fuegos artificiales lanzados —b+ Vb —4ac -1+ V-3
directamente hacia arriba, desde 2a - 2 :

el nivel del piso, estd dada por

= _ 2 A . .
gn_selgﬁgi dosl% ’ugz d‘(l)o:sctl:r; ﬁ(t)z Ahora V—3 denota un nimero cuyo cuadrado es —3. Sin embargo, no existe
. ¢ P . ., .
teges AmiiE s o SO0 ey Gkl tal nimero real, ya que el cuadrado de cualquier niimero real es no negativo.

piso? Entonces la ecuacién no tiene raices reales.®

I— |

puede expresarse como , en donde i = V—1 se denomina unidad

‘14 V=3 —1+iV3
2 2

imaginaria.
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Esto describe la naturaleza de las De los ejemplos 6 al 8 puede verse que una ecuacion cuadratica tiene dos
raices de una ecuacion cuadratica. raices reales y diferentes, una raiz real, o bien no tiene raices reales, depen-
diendo de que b*> — 4ac > 0, = 0o < 0,respectivamente.

FROGRAM: GUADROOT Ax>’+Bx+C=0.La figura 1.2 muestra un progra-
tPromet H:E.C ma para la calculadora grafica TI-83. A fin de ejecutarlo
:If Bi—dACH S
ftThen p
_=I_E|15F‘ "HOREALROO 20X2 —33x + 10 = O,
éﬁgi se le pide que introduzca los valores de A, By C (véase
la fig. 1.3). Las raices resultantes son x =1.25y x = 0.4.
FEOGEAM: QUADROOT
t0i=Fr ¢ -B+ICBz-4
HC2 20 2H2 EramUADROOT
FES3Tcdaom o Ho228s
A C=718"
1.25
.
Dore
[ |

FIGURA 1.2 Programa para

encontrar las raices reales de
A B G FIGURA 1.3 Raices de

20x* ~33x + 10 = 0.

Mediante la caracteristica de programacién de una
calculadora gréfica, puede crearse un programa que
proporcione las raices reales de la ecuacion cuadratica

Formas cuadraticas

Algunas veces una ecuacion que no es cuadrética puede transformarse en cua-
dratica por medio de una sustitucion adecuada. En este caso se dice que la
ecuaciéon dada tiene forma cuadratica. El ejemplo siguiente lo ilustrara.

EJEMPLO 9 Resolucion de una ecuacion que tiene forma cuadratica

1 9
Resolver — + — + 8 = 0.
X X

Solucion: esta ecuacion puede escribirse como

5) o)
~) +9 =) +s8=0
<x3> x?

de modo que es cuadratica en 1/x°, por lo que tiene forma cuadratica. Al sus-
tituir la variable w por 1/x* obtenemos una ecuacién cuadratica en la variable
w, la cual podemos resolver:

w? + 9w + 8 =0,
(w+8)(w+1) =0,

w=—8 o w=—1
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No suponga que —8 y —1 son solu- Regresando a la variable x, tenemos
ciones de la ecuacion original.
1 1
3 =—8 o ) = —1
X X
Asi,
1
¥=—= o x*=-1
8

de lo cual se concluye que

1
X = - 5, —1.
Al verificar, encontramos que estos valores de x satisfacen la ecuacion original.
|

Q Ejercicio 1.3

En los problemas del 1 al 30 resuelva por factorizacion.

1L x> —4x +4=0. 2. 243t +2=0.

3.y =7y +12=0. 4. ¥+ x—12=0.
5.x>—2x—3=0. 6. x> — 16 = 0.

7. u> — 13u = —36. 8. 3w’ — 12w + 12 = 0.
9. x> —4=0. 10. 2x? + 4x = 0.

1. 22 — 8z = 0. 12, X2 + 9x = —14.

13. 4x* + 1 = 4x. 14. 272+ 9z = 5.

15. y(2y +3) = 5. 16. 8 + 2x — 3x> = 0.

17. —x? + 3x + 10 = 0. 18. 1y? =3y,

19. 2p* = 3p. 20, =2 —r+12=0.

21. x(x +4)(x — 1) =0. 22, (x =2 (x+1)>=0.
23. x* — 64x = 0. 24, X3 —4x> —5x = 0.

25. 6x° + Sx* —4x = 0. 26. (x +1)?—=5x+1=0.
27. (x +3)(x2—x—2)=0. 28. 3(x? 4+ 3x — 10)(x — 8) = 0.
29. p(p — 3> —4(p — 3P =0. 30. x* —3x2+2=0.

En los problemas del 31 al 44 encuentre todas las raices reales usando la formula cuadrdtica.

3L x> +2x — 24 =0. 32 > —2x—15=0.

33. 4x* — 12x + 9 = 0. 34. pP+2p=0.

5. pPP—7p+3=0. 36. 2 —2x + x* =
37.4—2n+n?=0. 38. 2>+ x = 5.

39. 6x2 + 7x — 5= 0. 4. w> —2V2w +2=0.
41. 0.02w? — 0.3w = 20. 42. 0.01x> + 02x — 0.6 = 0.
43. 2x* + 4x = 5. 4. —2x> —6x +5=0.

En los problemas del 45 al 54 resuelva la ecuacion dada que tiene forma cuadrdtica.

45, x* =5+ 6=0. 46. x* —3x> — 10 = 0.
2,3

47. S +=-—-2=0. 48. P+ x'—12=0.
X X
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49.

51.

53.

55. x

57.

59.

61.

63.

65.

67.
69.
71.
73.
75.
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x4 —=9x2+20=0.

(x =3+ 9(x —3) + 14 = 0.
1 12
(x —2)?% x—2

+35=0.

los problemas del 55 al 76 resuelva por cualquier método.
, x+3
2
3 x—3
x—4+ X
6x-|-7_6x—|—1:1
2x +1 2x
2 r+1
r—2 r+4
y+1 y+5 14y + 7
y+3 y—2 YHy—6
2 1 2
=1 x(x—1) x¥
V2x —3=x —3.
q+2=2Vd4q — 1.
Vx+7—-V2x—1=0.
Vi—\V2x+1+1=0
Vx+5+1=2Vx

= 2.

0.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

66. 5

68.
70.
72.
74.
76.

t+2

1—x

+
t+1 t
3(x +3)

x>+ 3x X
3Vx +4=x—6.
x+ Vax —3=0.
Vi—-V2x—8-2=0.
Vy—24+2=V2y+3
VVx+2=Va—a

En los problemas 77 y 78 encuentre las raices, redondeadas a dos decimales.

77.

79.

80.

81.

82.

0.04x*> — 2.7x + 8.6 = 0.

78.

0.01x* + 0.2x — 0.6 = 0.

Geometria FEl drea de una pintura rectangular, con
ancho 2 pulgadas menor que el largo, es de 48 pulgadas
cuadradas. ;Cudles son las dimensiones de la pintura?

Temperatura La temperatura se ha elevado X grados
por dia durante X dias. Hace X dias fue de 15 grados.
Hoy es de 51 grados. Cuénto se ha elevado la tempe-
ratura por dia? ;Durante cudntos dias se ha estado
elevando?

Economia Una raiz de la ecuacion econdmica
_ + 10
o _ 00 +10)
44

es —5 4+ V25 + 44M. Verifique esto utilizando la
férmula cuadratica para despejar Q en términos de M.
Aqui Q es el ingreso real y M es el nivel de oferta de
dinero.

Dieta para ratas Un grupo de bidlogos estudio los
efectos nutricionales en ratas alimentadas con una dieta
que contenia 10% de proteinas.” La proteina estaba

7Adaptado de R. Bressani, “The use of Yeast in Human Foods”, en
R. I. Mateles y S. R. Tannenbaum (editores), Single-Cell Protein
(Cambridge, MA: MIT Press, 1968).

83.

compuesta de levadura y harina de maiz. Al cambiar el
porcentaje P (expresado como un decimal) de levadura
en la mezcla de la proteina, el grupo estimé que el pro-
medio de aumento de peso g (en gramos) en una rata
durante cierto periodo estaba dado por

g = —200P> + 200P + 20.

(Cudl es el porcentaje de levadura que da un aumento
promedio de peso de 70 gramos?

Dosis de droga Existen varias reglas para determinar
las dosis de las medicinas para nifios una vez especifica-
das las de los adultos. Tales reglas pueden tener como
base el peso, la altura, etc. Si A es la edad del nifio, d es
la dosis para adulto y c la dosis para nifio, a continua-
cién se presentan dos reglas.

A

Reglade Young: ¢ = g 12d.
A+ 1
Regla de Cowling: ¢ = 2 d.

(A qué edad las dosis para nifios son las mismas usando
estas reglas? Redondee al afilo mds cercano.



84.

85.

Precio de envio de un bien En un estudio acerca del
precio de envio de un bien desde una fabrica a un clien-
te, DeCaino® plantea y resuelve las dos ecuaciones cua-
draticas siguientes

(2n — 1)v* —2nv + 1 =0,

n* — (2n + v + 1 =0,
donden = 1.

a. Resuelva la primera ecuacion para v.
b. Resuelva la segunda ecuacion para vsiv < 1.

Optica Un objeto estd a 120 cm de una pared. Para

Sec. 1.4 = Deduccidn de la formula cuadratica 55

86. Fisica Un termdémetro con resistencias de platino,

de ciertas especificaciones, opera de acuerdo con la
ecuacion

R = 10,000 + (4.124 X 10T — (1.779 X 107°)T?,
donde R es la resistencia (en ohms) del termdémetro a la
temperatura 7 (en grados Celsius). Si R = 13.946, de-
termine el valor correspondiente de 7. Redondee su
respuesta al grado Celsius mds cercano. Suponga que
tal termdémetro sélo se utilizasi 7 < 600°C.

87. Movimiento Suponga que la altura / de un objeto que

se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso esta
dada por

enfocar la imagen del objeto sobre la pared, se utiliza
una lente convergente con longitud focal de 24 cm. La
lente se coloca entre el objeto y la pared, a una distan-
cia de p centimetros del objeto, donde

h = 441t — 4.9¢%,

donde 4 estd en metros y ¢ es el tiempo transcurrido en

| | | segundos.
_— = a. ;Después de cudntos segundos el objeto golpea el
p 120—p 24 piso?

Determine p, redondeada a un decimal. b. ;Cuéndo se encuentra a una altura de 88.2 m?

En los problemas del 88 al 93 utilice un programa para determinar las raices reales de la ecuacion. Redondee las respuestas a tres
decimales. Para los problemas 88 y 89, confirme sus resultados de manera algebraica.

588, 2x2 —3x — 27 = 0. “189, 8x2 — 18x + 9 = 0.

11
590, 152+ 7x —3=0. =91, 27x2—§x+5=0.

9
92. 22 = 63 = §(1.1 — 72). 293, (mt — 4)? = 41t — 3.

1.4 DEDUCCION DE LA FORMULA CUADRATICA

A continuacién se presenta una deduccion de la férmula cuadratica. Suponga
que ax> + bx + ¢ = 0 es una ecuacién cuadratica. Ya que a # 0, podemos
dividir ambos miembros entre a:

b

c
XX+ -x+-=0,
a a

b c
P+ ox=—-
a a
b 2
Si sumamos a ambos lados <2> , entonces el miembro izquierdo se factoriza
a

J=() -5

b b

x2+x+<

a 2a
b>2_b2—4ac

+
(x 2a 4q?

Esta ecuacion tiene la forma u?> =k, asi, de la ecuacion (4) en la seccién 1.3,

b b? — 4dac V' b* — 4dac
X+ —=f\— = —F
2a 4a 2a

como el cuadrado de un binomio:

8. J. DeCanio, “Delivered Pricing and Multiple Basing Point Equilibria: A Revolution”, Quarterly
Journal of Economics, XCIX, nim. 2 (1984),329-349.
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Resolviendo para x se obtiene

x:—i:{: =

b \Vb* —4dac —b + Vb* — dac

2a 2a 2a

En resumen, las raices de la ecuacién cuadratica ax> + bx + ¢ = 0 estdn
dadas por la férmula cuadratica:

Términos y simbolos importantes

_ —b £ Vb* — dac

2a

X

ecuacion
ecuaciones equivalentes

Seccion 1.1

Seccion 1.2 ecuacién fraccionaria  conjunto vacio, J

Seccion 1.3 ecuacién cuadratica (segundo grado)

Resumen

lado (miembro) de una ecuacién  variable
ecuacion lineal (primer grado)

solucion extrafa

raiz de una ecuacion
ecuacioén con literales

conjunto solucién
constante arbitraria

ecuacion radical

formula cuadratica

Cuando resolvemos una ecuacién podemos aplicar cier-
tas reglas para obtener ecuaciones equivalentes, esto
es, ecuaciones que tienen exactamente las mismas so-
luciones que la ecuacion dada originalmente. Estas re-
glas incluyen la suma (o resta) del mismo polinomio
en (de) ambos miembros, asi como la multiplicacion
(o divisién) de ambos miembros por (entre) la misma
constante, excepto por (entre) cero.

Una ecuacion lineal (en x) es de primer grado y
tiene la forma ax + b = 0, donde a # 0. Toda ecua-
cion lineal tiene exactamente una raiz. Para resolver
una ecuacion lineal hay que aplicarle operaciones mate-
maticas hasta obtener una ecuacion equivalente en la
que la incégnita queda aislada en un lado de la ecuacion.

Una ecuacién cuadritica (en x) es de segundo gra-
do y tiene la forma ax®> + bx + ¢ = 0, donde a # 0.
Tiene dos raices reales y diferentes, exactamente una

Problemas de repaso

raiz real, o bien no tiene raices. Una ecuacion cuadra-
tica puede resolverse por factorizacién o por medio de
la féormula cuadratica:

_ —b + Vb* — dac

2a

X

Cuando se resuelve una ecuacion fraccionaria o ra-
dical, con frecuencia se aplican operaciones que no ga-
rantizan que la ecuacion resultante sea equivalente a la
original. Estas operaciones incluyen la multiplicacién
de ambos miembros por una expresion que contenga a
la variable, y elevar ambos miembros a la misma po-
tencia. En estos casos, todas las soluciones obtenidas al
final de tales procedimientos deben verificarse sustitu-
yéndolas en la ecuacion original. De esta manera se
pueden encontrar las llamadas soluciones extrafias.

Los problemas que tienen niimeros a color se presentan asi como sugerencia para formar parte de una evaluacion de practica del

capitulo.

En los problemas del 1 al 44 resuelva las ecuaciones.
1. 4 —3x =2 + 5x.

3.3[2—4(1 + x)] =5 —3(3 — x).

5.2—w =3+ w.

7. x = 3x — (17 + 2x).
9. 2(4 — ip) = 5.
3x — 1
11. =0.
x+4

%x —%x Z%x.
3(x + 4 + 6x = 3x* + 7.

x = 2x.

® AN

5 2. 3
10. 7X T 3X = 77,

12. — = = 0.




15.
17.
19.
21.
23.
25.
27.

29.

2x x+1
x—3 x+2

3x* +2x —5=0.
5¢* = 7q.

x> —10x + 25 = 0.
3x*—=7=1

(8t —5)(2t +6)=0.
—3x*+5x —1=0.
x2(x? —9) = 4(x2 — 9).
6w+7_6w+1:
2w + 1

2 3x 1

1.

1.
2w

¥ -9 x+3 x-3

. V2x +7 =25,

Vilx + 9 = 4.

. Vy+6=5.
Vx—1+Vx+6=1.
L x+2=2V4x — 7.

. yz/3 +yl/3—2= 0.

14.

16.
18.
20.
22.
24.
26.
28.

30.

32.

34.
36.
38.
40.
42.
44.

Sec. 1.5 = Repaso 57

t+3+4_

7—t
¥ =2x—2=0.
2x2 — x = 0.
r* +10r — 25 = 0.
x—9)=0.
x2—1)+2x = x> — 6x + 1.
y-=6.
4x*(x —5) —9(x — 5) = 0.

3 4 12

T 2

2 4
x> —4 XX+ 4x + 4 x+2

V3x —4=\V2x +5.
Vi +5x+25=1x+4.
VZ2+9=5.
m=x—4.
V3z—Vs5z+1+1=0.

2y =5y =3 =0.

12.

x(
2(
2

=0.
x +1 X X
3

0.

En los problemas del 45 al 52 resuelva la ecuacion para la letra indicada.

45.

47.

49.

S1.

53.

E= 4¢rk% 0. 46. E, = i,R, + isR, + i,Ry; R,.
C' , 1y ne

”_1:C+P;C' 48. o = Iy L; ny

L 1
T? = 4772(*); T. 50. s = —at’; t.

g 2

1 1 E? E*r
h=_m’+ Il o 52. P= - ) E.

B R T R+r (R+r)?
Electricidad En estudios de redes eléctricas, aparece 54. Electricidad En un circuito eléctrico, se dice que hay

la ecuacion siguiente:

R 1
S+ S+ -—=0.
L LC
Demuestre que
R R\ 1
ST Tt <Z> e

resonancia cuando

1

2nf,L = Tnf,C’

donde f, es una frecuencia de resonancia, L la inductan-
ciay C la capacitancia. Resuelva para f,si f, > 0.

En los problemas 55 y 56 utilice una calculadora grifica para determinar cudles, si los hay, de los niimeros dados son raices de la
ecuacion dada.

=55, 12x° + 61x = 83x — 30; 4,6,3.

= 56.

VE+4=1+ 13453

En los problemas 57 y 58 utilice un programa para determinar las raices reales de la ecuacion. Redondee sus respuestas a tres
decimales.

557.56 — 72x — 193x2 =

58.

- z(x —2)=18.

(9x — 3)? 6



Aplicacion practica
Crecimiento real de una inversion’

Cuando hablamos de crecimiento real de una inver-
sion, nos estamos refiriendo al crecimiento en su
poder de compra, esto es, al aumento en la cantidad
de bienes que la inversiéon puede comprar. El creci-
miento real depende de la influencia tanto del interés
como de la inflacién. El interés eleva el valor de la
inversion, mientras que la inflacién baja su creci-
miento por el incremento en los precios, de ahi que
disminuya su poder de compra. Por lo general, la tasa
de crecimiento real no es igual a la diferencia entre la
tasa de interés y la de la inflacion, sino que se describe
por una férmula diferente conocida como “efecto de
Fisher”.

Puede entender el efecto de Fisher considerando
cuidadosamente la siguiente pregunta. Durante el afio
1998, la tasa anual de interés fue de 8.35% y la tasa
anual de inflacion de 1.6% (fuente: Oficina de Censos de
Estados Unidos. Resumen estadistico de 1999 de Esta-
dos Unidos, www. census.gov/statab/www/freq.html).
Bajo estas circunstancias, ;cudl fue la tasa anual real
de crecimiento de una inversion? Podria pensar que la
respuesta se obtiene simplemente restando los porcen-
tajes: 8.35% — 1.6% = 6.75%. Sin embargo, 6.75% no es
la respuesta correcta.

Suponga que se analiza la situacion en términos
mads especificos. Considere fresas que se venden a $1.00
por libra, y suponga que a causa de la inflacion, este
precio aumenta a una tasa de 1.6% en un afo. De ju-
nio de 1998 a junio de 1999, el precio por libra se elevo
de $1.00 a

$1.00 + (1.6% de $1.00) = $1.016.

Por otra parte, considere 100 ddlares invertidos en ju-
nio de 1998 a una tasa de interés anual de 8.35%. En
junio de 1999 el interés ganado es de $100(0.0835), de
modo que la cantidad acumulada es

$100 + $100(0.0835) = $108.35.

Ahora, compare el poder de compra de 100 ddla-
res en junio de 1998 con el de $108.35 en junio de 1999.
En 1998, los 100 délares compraban 100 libras de fresas
a $1.00 por libra. En 1999 las fresas estaban a $1.016 por

’Adaptado de Yves Nievergelt, “Fisher’s Effect: Real Growth Is
Not Interest Less Inflation”, Mathematics Teacher, 81 (octubre de
1988), 546-547. Con permiso de National Council of Teachers of
Mathematics.
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libra, de modo que la cantidad acumulada de $108.35
compré 108.35/1.016 ~ 106.64 libras de fresas (el
simbolo ~ significa aproximadamente igual a).

(Qué cambio ocurri6 en el poder de compra de la
inversion? Se incremento de 100 a 106.64 libras, un in-
cremento de 6.64%. Esto es,

cantidad nueva — cantidad inicial _ 106.64 — 100
cantidad inicial 100

= 0.0664 = 6.64%.

Asi, 6.64% es el crecimiento real, que es menor a
la diferencia del 8.35% — 1.6% = 6.75%. Realmente
esta diferencia no tiene significado, ya que los tres por-
centajes se refieren a tres cantidades diferentes: (a)
interés (una fraccion de la inversion —8.35% de $100),
(b) inflacién (una fraccién del precio por unidad de los
bienes —1.6% de $1.00) y (c) la tasa de crecimiento real
(un porcentaje del poder de compra —6.64% de la can-
tidad inicial de fresas).

Para deducir una féormula de la tasa de crecimiento
real, g, sean y la tasa anual de interés (el rendimiento)
e i la tasa anual de inflacién. En un afo, una inversién
de P dolares (el capital o principal) gana un interés de
y + P ddlares, de modo que produce una cantidad acu-
mulada en (d6lares) de

P+ y-P=P(1 +y) (factorizando).

En un afio el precio de los bienes, digamos p ddlares
por unidad, aumenta i - p délares a un nuevo pre-
cio de

pti-p=pl+i

délares por unidad. El poder de compra inicial repre-
senta la cantidad inicial de bienes:

. C . cantidad P
cantidad inicial = ———F—77— = —.
precio inicial ~ p



Un afio después, la nueva cantidad de bienes que la
cantidad acumulada de la inversién compraria al nue-
vo precio estd dada por

_P(1+y)
op(1 4 i)

En consecuencia, la tasa de crecimiento, o cambio re-
lativo, del poder de compra estd dada por

nuevo saldo

nueva cantidad = :
nuevo precio

cantidad nueva — cantidad inicial

cantidad inicial

Pl+y) P
_pd+iy p
7 .

p

Multiplicando el numerador y el denominador por p/P
se obtiene

1+
g§= 2 -1

1+
(1+y)=—@1+i y—i
1+ S+

Asi, la tasa real de crecimiento estd dada por la ecua-
cion con literales
y—1
1+

g @

La relacién en la ecuacion (1) es el efecto de Fis-
her.'” Para ilustrar su uso, apliquela al ejemplo ante-
rior, en donde y = 8.35% e i = 1.6%. La férmula de
Fisher da

_0.0835 — 0.016

= ~ — 07
g 1+ 0016 0.0664 = 6.64%.

Ejercicios
1. Durante 1994, la tasa promedio de interés prome-

diaba 7.15% cuando la inflacion estaba en 2.6%.

a. Calcule el monto acumulado de una inversion
de $100 después de un afio a 7.15%.

b. Si una libra de chabacano seco costé $10 en
enero de 1994, ; cuanto costd un afio después?

¢. Si una libra de chabacano seco costé $10 en
enero de 1994, ; qué cantidad de chabacanos se
compraron con $100 en 1994?

d. Un ano después, ;,qué cantidad de chabacanos
se compraron con la cantidad acumulada [véase
la parte (a)]?

e. Utilice los resultados de las partes (c) y (d) para

calcular la tasa real de crecimiento por medio
de la ecuacion

cantidad nueva — cantidad inicial
cantidad inicial

f. Verifique su respuesta de la parte (e) por me-
dio de la formula de Fisher.

2. Determine la tasa real de crecimiento, dadas una
tasa de interés de 10% y una tasa de inflacion de
5%.

3. Determine la tasa real de crecimiento, dadas una
tasa de interés de 1% y una tasa de inflacién de
3%. ¢ Qué significa la respuesta? ; Tiene sentido en
vista de la informacion dada?
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